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3 Mehrwertige Pradikatenlogik

Hier nur ein relativ kurzer Blick darauf, wie man mehrwertige Pradikatenlogik anset-
zen kann. Ich habe mich dabei ausschlief3lich an den Standarddefinitionen fur die
klassische Pradikatenlogik 1. Stufe orientiert und von da aus die Abweichungen der
mehrwertigen Pradikatenlogik von der klassischen Pradikatenlogik in meiner eigenen
Terminologie identifiziert. Das Thema ,mehrwertige Pradikatenlogik” ist hier aber bei
weitem nicht vollstandig behandelt.

Da ich weniger an rein mathematischen Anwendungen, sondern eher an Anwen-
dungsmaoglichkeiten ,am Rande oder auf3erhalb der Mathematik” interessiert bin,
also an Anwendungen, die nicht so rigoros durchstrukturiert sein kbnnen, wie mathe-
matische Theorien, genigt mir hier eine ,vereinfachte“ formale Sprache, die nur
,Objekte" und ,Pradikate” von Objekten formalisiert.

In der klassischen, auf die Mathematik konzentrierten Pradikatenlogik formalisiert
man dagegen statt ,Pradikaten“ Relationen auf Objektmengen und zusatzlich noch
Funktionen von Objekten, deren Werte wieder Objekte sind, sowie meist noch die
spezielle Identitatsrelation ,=* zwischen (Termen von) Objekten, und eventuell auch
noch so genannte Konstanten: Das sind ausgezeichnete Objekte, wie etwa das neu-
trale Element eg einer Gruppenstruktur G oder die Null Ok und die Eins 1x einer Kor-
perstruktur K. Das ist eine minimale Anforderung an die klassische Pradikatenlogik,
die fur viele (aber nicht alle!) Aussagen in der Mathematik gentigt.

Der Grund, warum wir fir eine mehrwertige Pradikatenlogik allgemeiner ,Pradikat-
symbole” statt speziell Relationssymbole nehmen, ist folgender: Eine n-stellige Rela-
tion R wird in der extensionalen Deutung aufgefasst als Teilmenge R 00 M" des n-
fachen kartesischen Produktes M" einer Menge M von Objekten, und die Aussage-
form R(Xy,..,Xn) wird interpretiert als ,,(X1,...,X,) OR*. Fir ein n-Tupel (X,...,X,)OM" gibt
es nur zwei Moglichkeiten beztglich R: entweder (X,...,X,)JR oder (X,...,X,)JR. Bei
irgendeiner Belegung 3 des Relationssymbols kann also BR(Xy,...,Xn) Nur zwei Werte
annehmen, (die Ublicherweise mit 0, 1 notiert werden). Mit der Einfilhrung von Rela-
tionssymbolen satt allgemeinen ,Pradikatsymbolen” ware also eine mehr als 2-wer-
tige Pradikatenlogik gar nicht moglich — es sei denn, man definierte die Element-
Menge-Relation ,[1* so, dass es auch mehr als zwei Mdglichkeiten gibt. Dazu musste
man aber eine Mengenlehre der ,unscharfen Mengen* einfihren (wie etwa in der
Fuzzy-Set-Theorie) — und dieser Aufwand erscheint mir hier unnétig, da ,unscharfe”
Relationen R dann doch wieder wie allgemeine Pradikate zu handhaben waren.?

Wir betrachten hier nur eine Pradikatenlogik ,erster Stufe* , d.h. eine solche, die nur
Pradikate von Objekten, nicht aber Pradikate von Pradikaten formalisiert. Auch die
klassische Pradikatenlogik ist meist die von ,erster Stufe®, d.h. in ihr werden nur Re-
lationen zwischen Objekten, nicht aber Relationen zwischen Relationen formalisiert.

Was die Definitionsschritte im Syntax- und im Semantik-Schema betrifft, so kann
man sich weitgehend an den Definitionen der klassischen Logik orientieren, wobei
man nur ,Relationen” durch ,Pradikate” zu ersetzen und ,Funktionen* und damit
»rerme“ wegzulassen hat.

26 Mit der ,unscharfen* Mengenlehre beschéftigt sich Gottwald ausfuhrlich in [G0.1989, S298ff]
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Als Vorlage zur Ubertragung von Definitionen aus der klassischen in eine mehrwertige Pradikatenlogik
nehmen wir die Blicher [Kr/K(.2006, Kap.4, S.59ff] und [Zi.2010, S.8ff], die eine Einflihrung in die
klassische Pradikatenlogik 1. Stufe geben. Wir benutzen jedoch eine etwas einfachere, Klammern
sparende Schreibweise wie sie z.B. in [Eb/FI/Th.2007] verwendet wird.

Hier nicht als Vorlage nehmen wir [Go.1989] (Gottwald: ,Mehrwertige Logik”) aus mehreren Griinden:
(a) In [G0.1989] wird das Prinzip der rekursiven Definition m.E. zu undeutlich prasentiert:

(b) In [G0.1989] werden gewisse ,Konstanten“ sowohl fur ,bestimmte Objekte” als auch fir ,bestimmte
Quasiwahrheitswerte" schon in die formale Sprache mit hineingenommen, was bei Gottwald (ahnlich
wie bereits in der mehrwertigen Aussagenlogik) den Unterschied zwischen formaler Sprache (,Syntax-
Schema") und ,Deutung” (,Semantik-Schema") verwischt.

(c) SchlieRlich bleibt Gottwald ziemlich allgemein, was die mdglichen Quantoren betrifft. Er erwahnt
merkwurdigerweise nicht, dass man den Partikulator [x: und den Generalisator Ox: in der mehrwerti-
gen Pradikatenlogik streng analog zur klassischen Logik definieren kann.

Es kommen — wie in der klassischen Logik — auch die Quantoren [X: und [x: vor.
Nur bei den Quantoren Vx: und Ax: , die in der klassischen Logik nicht vorkommen,

(bzw. dort mit [x: und [x: identifiziert sind) ergibt sich etwas Neues (was bei Gottwald
gar nicht herausgehoben wird).

3.1 Syntax-Schema

(3.1.1) DEF. Alphabet Z: Das Alphabet der hier zu definierenden formalen Sprache
besteht aus folgenden Zeichensorten:

2) Einer endlichen oder héchstens abzahlbaren Menge Oz von sog. Objektzei-
chen?’ (auch ,Variablen“ genannt®) und als x, y, ..., X1, X, etc. notiert.

3) Einer endlichen oder hdchstens abzahlbaren Menge Pz von sog. Pradikat-
zeichen, notiert als p, q, ..., p1, P2,..., wobei jedem dieser Zeichen pdPz eine

~otelligkeit “ n(p) zugeordnet ist, das ist eine natiirliche Zahl, die angibt, wie viele Objektzeichen
man hinter das Zeichen p anfiigen darf. Wir wollen bei Bedarf flir gewisse Pradikatzeichen p auch die
Stelligkeit n(p)=0 zulassen, d.h. an einem 0-stelligen p soll kein Objektzeichen angefligt werden.

4) Zwei endlichen (kleinen) Mengen J1 von 1-stelligen und J2 von 2-stelligen

Junktorzeichen . Hierbei sind, wie im Alphabet der Aussagenlogik, die Zeichen eines 1-stelligen
Junktors = aus J1 und der 2-stelligen Junktoren 0, Jaus J2 schon genannt, wenn auch die Mengen J1,
J2 noch weitere Junktorzeichen enthalten dirfen.

5) Einer endlichen (kleinen) Menge Qu = {0 0O, V, A, ..} von sog. Quantorzeichen ;
das sind von den 1-stelligen Junktoren zu unterscheidende Vorschaltzeichen, deren Funktionsweise in
einer Deutung in etwa z.B. an das Summenzeichen X bei der Summation von ZahlengréRen oder an das
Vereinigungszeichen U bei Vereinigung von Mengen erinnern soll. In der 2-wertigen Pradikatenlogik sind
nur die Quantorzeichen

d(,es gibt ...“) und O (fur alle ...")
gebrauchlich (manchmal in anderer Schreibweise). Diese Quantorzeichen werden auch in einer mehr-
wertigen Pradikatenlogik gebraucht; daneben benutzen wir auch noch die Quantorzeichen

V (,Supremum von ...") und A (,Infimum von ..."),
deren Bedeutung erst in speziellen Semantiken zum Tragen kommt. In der 2-wertigen Préadikatenlogik
wird, wie wir aus den Deutungen sehen werden, V bzw. n als Synonym fir Obzw. O benutzt. Die Punkte in
der Mengenangabe von Qu sollen darauf hindeuten, dass bei Bedarf auch noch andere Quantorzeichen
zuléssig sein mogen.

2" Man beachte, dass nur eine Menge (Sorte) von Objektzeichen eingefiihrt wird.

8 Wir bleiben bei der Bezeichnung ,Objektzeichen” fur die Elemente der Menge Oz und benutzen hier
meist nicht die Bezeichnung ,Variable", weil wir uns dieses Wort fir metasprachliche Definitionen auf-
heben wollen.
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6) Schlie3lich: aus der Menge { (, ), : } von Trennzeichen, wobei die Klammern so wie in
der Sprache der Aussagenlogik benutzt werden, und der Doppelpunkt ,.:;“ zur Abgrenzung eines Quantors
gegenuber dem nachfolgenden Zeichen benutzt wird; der Doppelpunkt ist eigentlich nicht notwendig, wir
figen ihn der besseren Lesbarkeit halber zum Alphabet hinzu.

7) Alle aufgezahlten Zeichenmengen seien paarweise zueinander fremd. Das

Alphabet ist die Menge Z = OzOPzOJ10J20OQuO{ (, ), : }.

Das Alphabet enthélt Pradikatzeichen an Stelle von ,Relationszeichen*. Das ist, wie
schon gesagt, wesentlich, wenn man statt nur 2-wertige auch mehrwertige Logiken definieren will. ES
enthalt keine ,Funktionszeichen", die man in einer Deutung fiir Funktionen von Objekten, die wieder
Objekte ergeben, benutzen wiirrde. Damit fallt hier auch die Definition von sog. ,Termen* weg.
Es enthalt auch keine sog. ,Konstantenzeichen®, die man in einer Deutung fiir ausgezeichnete
Objekte oder Pradikate benutzen wirde, und auch kein Identitatszeichen, das man zur Identitat
zwischen Termen benutzen wurde.

Aus einem n-stelligen Pradikatzeichen p und einer Reihe von n Objektzeichen xi,
X2..., Xn bildet man den String pxiXz...Xn. Solche Strings Gbernehmen in der pradika-
tenlogischen Sprache die Rolle der EA-Zeichen (,Atome*) der aussagenlogischen
Sprache. Aus solchen Strings bildet man mit den Junktoren und Klammern, sowie mit
den Quantoren weitere Strings, die wir abklrzend als Grol3buchstaben A,....F, G
notieren.

(3.1.2) DEF.pl.Sprache: Wir definieren nun rekursiv die pradikatenlogische Sprache,
also die Menge P der so genannten ,pradikatenlogischen Aussagesymbole®:

(0) Fur alle nON: Ist pOPz ein n-stelliges Pradikatzeichen, und sind Xi,...,x, 0Oz n
Objektzeichen so heilRe der String pxi...X, (der Lange n+1) ein elementares
Pradikatsymbol , kurz: ,EP-Symbol “. Die Menge aller EP-Symbole bezeich-
nen wir mit Ep. Man kann Ep als Vereinigung U,gn (Pz(n)xOz") darstellen,
wenn Pz(n) die (eventuell leere) Menge der n-stelligen Pradikatzeichen be-
deutet, und Pz(k)xOz* :=00 gesetzt wird im Falle Pz(k)=0.

Damit definieren wir nun die Sprache P aller pradikatenlogischen Aussage-
symbole, kurz ,P-Symbole* (manchmal auch einfach ,Ausdriicke®) genannt,
rekursiv so:

(1) Alle EP-Symbole sind P-Symbole.

(2) Ist F ein P-Symbol und vdJ1 ein 1-stelliger Junktor, so ist auch vF ein P-
Symbol. Insbesondere ist dann auch - F ein P-Symbol.

(3) Sind F, G P-Symbole und $[1J2 ein 2-stelliger Junktor, so ist auch (F ¢ G) ein
P-Symbol. insbesondere sind dann auch (FOG) und (FOG) P-Symbole.

(4) I1st QOQu ein Quantorzeichen, xOOz ein Objektzeichen, so heil3e Qx: ein

Quantor. Ist F ein P-Symbol, so ist auch Qx:F ein P-Symbol. insbesondere sind
dann auch k: , Ox: , Vx:, Ax: Quantoren und [x:F , Ox:F , Vx:F , Ax:F sind P-Symbole.

Die formale Sprache P wird also mit Hilfe der EP-Symbole, der Junktoren und der
Quantoren ,erzeugt”, wir schreiben daflr auch
P=[Ep, J1, J2, Qu] oder P =[Oz, Pz, J1, J2, Qu] .

P bildet einen fur unsere Zwecke hinreichenden Zeichen- und Symbolvorrat. Man
beweist — ahnlich wie in Satz (2.2.1): Die Menge P ist abzahlbar .

Klammern: Zur Bildung der EP-Symbole aus Pradikatzeichen und Objektzeichen
brauchen wir keine Klammern. Auch zur Kombination von 1-stelligen Junktoren bzw.
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Quantoren mit P-Symbolen sind Klammern nicht nétig. Nur zur Kombination von 2-
stelligen Junktoren mit P-Symbolen sind Klammern erforderlich, weil wir die Infix-
Schreibweise ,F¢G* an Stelle der Prafixschreibweise ,¢FG* benutzen. (Die Wich-
tigkeit dieser Klammern hatten wir bereits in der Aussagenlogik angemerkt.)

Anmerkung: Durch Zulassung der Stelligkeit O fiir Pradikatzeichen ist die in Kap.2.1.2 definierte Sprache der mehrwertigen
Aussagenlogik in der Sprache der Pradikatenlogik 1. Stufe enthalten, d.h.: Wir kénnen ein O-stelliges Pradikatsymbol auffassen
als ein EA-Zeichen .

Anmerkung-2: Die Objektzeichen von Oz (ebenso die Pradikatzeichen von Pz und die Junktoren- bzw. Quantorenzeichen von
J10J2 bzw. von Qu) sollen paarweise unterscheidbar sein. In Definitionen — wie z.B. in (3.1.4) , (3.2.4), siehe unten — benutzen
wir die Ausdrucksweisen ,x=y* bzw. ,x 2y, wobei X, y Objektzeichen sein sollen, d.h. wir flihren damit eigentlich die 2-stellige
,=" Relation auf Oz ein. Es fragt sich, ob dazu nicht in der Menge der Pradikatzeichen ein besonderes 2-stelliges Pradikatzei-
chen als eine Konstante — nennen wir sie mal ,g“ — eingefuhrt werden sollte.

Wir verzichten darauf mit folgender Begriindung: Das ,=* (also eine 2-stellige Aquivalenzrelation auf einer Menge M mit der
besonderen Eigenschatft, dass alle ihre Aquivalenzklassen 1-elementige Teilmengen von M sind), zéhlen wir zur beschreiben-
den Metasprache — genau so wie die Mengen-Element-Notationen ,x0Oz" oder ,pl0Pz" oder ,40J2“ ,QUQu" oder die Notation
.82 0z - Uni“fur eine ,Elementarbelegung” (siehe unten, (3.2.3)) u.v.a.m. metasprachliche Ausdricke sind, die selbst nicht
Symbole der zu definierenden formalen Sprache P unserer Pradikatenlogik sein sollen. In einer bestimmten ,Deutung” (vgl.
(3.2.7)) kénnen wir natirlich ein bestimmtes Pradikatzeichen, sagen wir g, fur das in Pra eventuell gebrauchte Pradikat der
Identitatsrelation ,=" reservieren.

Wir vermeiden es, die Zeichen -, [J, [0, =, [0 O auch in der Metasprache bzw. der 2-
wertigen Metalogik zu benutzen, sondern sie sollen nur in der Objektsprache P bzw.
der Objektlogik verwendet werden.

3.1.1 Freie und gebundene Objektzeichen

Da im P-Symbol Qx:F der Quantor auf ein Objektzeichen x(0Oz Bezug nimmt, sollte x
auch im P-Symbol F vorkommen, braucht es aber nicht nach der obigen Definition
(4). Die Beziehung zwischen dem x in Qx: und dem eventuell in F vorkommenden x
muss definiert werden.

(3.1.3) DEF. frei/gebunden:

(@) Ist G ein P-Symbol und enthélt G das Objektzeichen x aber keinen Quantor Qx:
(rechts von x), so heil3e x frei in G.

(b) Kommt x in F frei vor, so heil3e x im Ausdruck Qx:F durch Qx: gebunden .

(c) Sind in einem Ausdruck F alle in F vorkommenden Objektzeichen gebunden, so
hei3t F ein geschlossenes P-Symbol (oder auch ein ,formaler Satz").

Diese Definition schlief3t folgende Félle offenbar nicht aus:

(i) Beispiel: (pxy 0O Qx:gxy), (p,q0Pz, zweistellig). Im ersten Glied kommt x frei
vor, im zweiten gebunden ; (wogegen y frei ist im ganzen Ausdruck).

(i) Beispiel: Qx:(py OQ'x:gxy) (p,q0Pz, p 1-stellig, q 2-stellig). Im zweiten Glied
wird x durch den Quantor Q’x: gebunden. Was soll die ,nochmalige” Bindung
von x durch Qx: ?

(i) Beispiel: Qx:pz (pOPz, 1-stellig). x kommt im EP-Symbol pz gar nicht vor. Was
soll dann der Quantor Qx: vor pz ?

(iv) Beispiel: Qx:r, wobei r ein O-stelliges Pradikatzeichen sei. Was soll dann der
Quantor Qx: vorr ?

Die folgende rekursive Definition sagt genauer, was es heil3t, dass x frei in einem P-
Symbol vorkomme:
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(3.1.4) DEF-.frei: Sei x ein Objektzeichen, xOOz:

(1) X frei in pxixz...X," :gdw. X ist identisch mit wenigstens einem der x;
(wobei pOPz, n-stellig)

(2) x freiin vF* :gdw. x frei in F (wobei v[dJ1)
(3) x freiin (F$G)* :gdw. x frei in F oder x frei in G (wobei ¢[1J2)
(4) x frei in Qy:F* :gdw. x#y und x frei in F (wobei QOQz)

(5) Trifft keine der Definitionen (1)-(4) fir x in einem Ausdruck zu, so heif3t x in
diesem Ausdruck gebunden .

Nach dem rekursiven Aufbau der P-Symbole in DEF.pl.Sprache ist damit die Rede-
wendung ,x frei in F* fur alle P-Symbole FOP definiert.

Die vier oben erwéhnten Falle (i) - (iv) sind also erlaubt. Sie klaren sich erst auf bei
der ,Deutung” von P-Symbolen.

3.2 Semantik-Schema

Um aus der formalen Sprache P =[Oz, Pz, J1, J2, Qu] eine wertebasierte ,Pradika-
tenlogik® zu machen, braucht man ein Schema, aus dem hervorgeht, welche Anwen-
dungsgebiete auf Ausschnitte der Sprache P ,passen”; und man braucht — wie in
der mehrwertigen Aussagenlogik — einen Bewertungsbereich B . Wir wollen uns
wieder stets auf einen endlichen Bewertungsbereich beschranken. In der klassi-
schen Aussagenlogik ist {0, 1} der Bewertungsbereich. In der unserer mehrwertigen
Pradikatenlogik beschranken wir uns — wie in unserer Aussagenlogik — auf die alge-
braische Struktur (B, <, V1, V2) eines endlichen Verbandes von mehr als 2 Ele-
menten, wobei dessen 2-stellige Hauptverknipfungen + , » aus V2 wieder durch

a+b:= sup{a,b}, asb:= inf{a,b} fur alle a,bOB
definiert sind, aber die Mengen V1, V2 noch weitere, mit + und  vertragliche oder
aus ihnen abgeleitete Basisverknipfungen enthalten dirfen. Da B ein endlicher Ver-
band sein soll, existieren auch fir beliebige Teilmengen X[B die Elemente

supX O B und infX O B, insbesondere ist

supB =inflJ = 1 und infB = supl =0,

wobei 1 das ,grofdte”, 0 das ,kleinste” Element von B ist.
Die Begrindung dafir tbernehmen wir aus Kap.2.5.

(3.2.1) DEF.Anwendungssystem: Ein Anwendungssystem ist ein Tripel

(Uni, B, Prd) , wobei Uni eine endliche Menge von ,Objekten “ — der sog. ,Objekt-
bereich “ oder ein sog. ,Universum“ — , B ein (wie oben beschriebener) endlicher Be-
wertungsbereich , mit einer o.a. Verbandsstruktur (B, <, V1, V2) ist. Pré ist eine
endliche Menge von ,Pradikatenformen “ (oder einfach ,Préadikate “). Jede Pradika-
tenform aOPra hat eine gewisse ,Stelligkeit “ n=n(a) (nON) und ist eine Abbildung?®

?® Man beachte, dass der Objektbereich Uni zunachst in DEF.(3.2.1) nicht in mehrere ,Sorten” von
Objekten aufgeteilt ist. Entsprechend soll der Definitionsbereich einer n-stelligen Pradikatenform
aOPra zunachst immer ganz Uni" sein und nicht nur eine Teilmenge D,0Uni". Dies bedeutet zwar
eine Vereinfachung im Semantik-Schema, es wird aber erkauft mit einer Einschrankung bei den
Anwendungsmadglichkeiten einer solchen Pradikatenlogik. Ausgeglichen wird diese Einschrankung
aber wieder dadurch, dass man fur eine Anwendung meist nur eine kleinere Teilmenge M={F, G, ...}
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a: Uni" =B
der n-Tupel (az,..a,)0Uni" in den Bewertungsbereich B. (BildaOB).

(3.2.2) DEF.Anwendung: Sei M:={F, G,...} eine endliche Menge von P-Symbolen
(MOP), Pz(M) sei die Menge der darin vorkommenden Pradikatzeichen, (Uni, B, Pra)
sei ein dazu ,passendes” Anwendungssystem. Dann heil3t das Paar (1ty) eine ,An-
wendung “ von M im Anwendungssystem (Uni, B, Prd) , wenn

tPz(M) - Pra
eine Abbildung ist, die jedem Préadikatzeichen pd0Pz(M) eine Pradikatenform mpOPra
gleicher Stelligkeit zuordnet, und

y.J10J2 - Vv10Ov2
die (schon aus der Aussagenlogik bekannte) bijektive Junktorenabbildung ist, die
jedem vJ1 eine Verknupfung wOV1 und jedem ¢$[0J2 eine Verknipfung yp V2
zuordnet.

(3.2.3) DEF.Elementarbelegung: Ist Oz(M) die Menge der in M vorkommenden Ob-
jektzeichen, so heildt irgendeine Abbildung

20z(M) - Uni
eine ,.zu M passende Elementarbelegung “.
Beachte, dass hier in der Pradikatenlogik ,Elementarbelegung” nicht — wie in der Aussagenlogik —
eine Abbildung von Elementaraussagen, sondern eine von Objektzeichen ist.
Um den Belegungsvorgang bei Auftreten von Quantoren einfach und tbersichtlich
formulieren zu kdnnen, fuhren wir zu einer Elementarbelegung B°fur x,y,z,... 0Oz und
u,v,...0Uni noch Belegungen B°ux bzw. B°ux vy etc... folgendermafien ein:

(3.2.4) DEF.Elementarbelegung mit Ausnahme:

0 Buxy) = By) im Fall y #x

=u im Fall y=x und nennen
B°uwx die ,Elementarbelegung B°mit Ausnahme u OUni*. Entsprechend
(i) Buxwy(2) = B12) im Fall z#x und z#y

=u im Fall z=x

=V im Fall z=y und nennen

B°ux wy die ,Elementarbelegung B°mit Ausnahmen u, v OUni".
Usw. ..., entsprechend fur mehr als zwei Ausnahmen.

Klar, dass dann speziell B°yx(X) = u und B°uxwy(X)= u ist fur alle xdOOz(M), d.h. diese
Operatoren hédngen gar nicht von [3°ab. Aus einer Elementarbelegung B°wird — &hn-
lich wie in der Aussagenlogik — eine ,Belegung” 3: M - B rekursiv abgeleitet.

(Die Liste der nun folgenden Definitionen ist — aus Griinden der Verstandlichkeit — langer als notwendig)

(3.2.5) DEF.Belegung: Sei F irgendein P-Symbol der Menge M (wie oben), y die
Junktorenabbildung und 3¢ Oz(M) - Uni eine Elementarbelegung. Wir geben die
rekursive Definition der aus [3°abgeleiteten Belegung [3: M - B:

von P-Symbolen, und nicht den gesamten Vorrat aller P-Symbole der formalen Sprache P untersucht:
Man beschrankt sich dann — wie in DEF.(3.2.2) dargelegt — auf die Teilmengen Oz(M), Pz(M) von
Objektzeichen und Pradikatzeichen, die in den P-Symbolen von M vorkommen. Somit wird auch das
betrachtete ,Anwendungssystem* (Uni, B, Prd) i. allg. nur ein geeigneter Ausschnitt aus einem um-
fassenderen ,Anwendungskontext” sein.

Datei: Mehrwertige Logiken.doc Seite 62 Stand: V11 09.12.11



Dr. C. Lubbert Mehrwertige Logiken
Mehrwertige Pradikatenlogik

(1) Ist FOM das EP-Symbol px;...x, mit n-stelligem Pradikatzeichen pO0Pz(M) und
den Objektzeichen xg,..., X, 0Oz(M), so sei

(i) B(PX1...-Xn):= (MP)(BX 1),..., B{Xn)),

Diese Ausdricke reprasentieren also gewisse Werte aus B.
und die ,Belegung B mit Ausnahme u OUni*“ wird definiert durch

(i) Bux(PXa.-Xn):= (TP)(Bwx(X1)s--+s B ux(Xn));

Beispiel: Seien x,y,z00z verschiedene Objektzeichen, pOPz ein 3-stelliges Pradikatzeichen und udOUni.

Dann ist Bux(pyxz) = (MP)(BY), u, B12)).
Entsprechend definiert man die ,Belegung mit Ausnahme u,v OUni" etc...:

(”') Bu/x v/y(pxl- . -Xn)::(np)( Bou/x v/y(Xl), ey Bou/x v/y(xn))
— usw. ... fur mehr als 2 Ausnahmen.

Beispiel: Seien x, y, z[Oz verschiedene Objektzeichen, p[Pz ein 3-stelliges Pradikatzeichen und u,
vOUni verschiedene Objekte. Dann ist Bux vy (PXyz) = (TP)(u, v, B12)).

(2) Ist FOM ein P-Symbol der Form vG mit GUP, vOJ1 und ist uOdUni, so sei
B(VG):= WB(G) und Bux(VG):= W Bux(G); insbesondere ist dann
B(=G):=(B(G))* und Bux(=G):= (Bux(G))*; entsprechend fiir mehrere Ausnahmen

(3) Ist FOM ein P-Symbol der Form (G¢H) mit G,HOP, $0J2 und ist udUni, so sei

B(G ¢ H):=B(G) yd B(H) und Bux(G ¢ H):=Pux(G) yb Bux(H); insbesondere ist
dann B(GOH):=R(G)+B(H), Bux(GOH):=Bux(G)+Bux(H), sowie
B(GOH):=R(G)*B(H), Bux(GOH):=Rux(G)*Bux(H); entsprechend flir mehrere Ausnahmen.

(4) I1st FOM von der Form [X:pX;...Xn, SO Sei

B(EX:pX1...Xn):= (TE)(B°ux(X1),--,B°wx(Xn)) flr wenigstens ein uduUni.
Beispiel: Seien X,y,z[0Oz verschiedene Objektzeichen, p[Pz ein 3-stelliges Pradikatzeichen
Dann gibt es ein u OUni, so dass B(Cx:pxyz) = Bux(pxyz) = (Tp)(u, By), BI(2))

(5) Ist FOM von der Form [X:G, so sei
B(CX:G) := Bux(G) fur wenigstens ein uduni.

(6) Ist FOM von der Form [Ix:pXj...Xn, SO Seli
B(OX:pXi...Xn) = (TP)(B°ux(X1),...,.B wx(Xn)) fur alle udOUnNi.

Beispiel: Seien X,y,z[0Oz verschiedene Objektzeichen, p0Pz ein 3-stelliges Pradikatzeichen.
Dann ist fir alle u OUni: B(Ox:pxyz) = Bux(pxyz) = (TP)(u, BY), BI2))

(7) Ist FOM von der Form Ox:G, so sei
B(Ox:G) := Bux(G) fur alle uOuni.

(8) Ist FOM von der Form VX:pXj...Xn, SO Sei
B(VX:pX1...%n) 1= sUp{(Tp)( B ux(X1);---» Bwx(Xn)) | uOUni}.

Beispiel: Seien x,y[0Oz verschiedene Objektzeichen, p0Pz ein 2-stelliges Pradikatzeichen.
Dann ist B(Vx:pxy) = sup{mp(u, BIy))| u OUni}

(9) Ist FOM von der Form Vx:G, so sei
B(VX:G) := sup{Bux(G) | uOUni}.

(10) Ist FOM von der Form AX:pX;j...Xn, SO sei
BIAX:pX1...Xn) := INH{(TP)( B°un(X1),--, B°ux(Xn)) | uOUNi}

Beispiel: Seien x,y[0Oz verschiedene Objektzeichen, p(Pz ein 2-stelliges Pradikatzeichen.
Dann ist B(Ax:pxy) = inf{p(u, B{y))| u OUni}
(11) Ist FOM von der Form Ax:G, so sei
B(AX:G) = inf{Bux(G) | uOUni}
Beachte bei Belegungen: Wahrend in der Aussagenlogik sowohl die Elementarbelegungen °als auch die abgeleiteten

Belegungen B in den Bewertungsbereich B gingen, geht in unserer Pradikatenlogik jede Elementarbelegung °in den Objek-
tbereich Uni, wogegen die abgeleitete Belegung (3 in den Bewertungsbereich B geht.
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Anmerkung zu sup und inf : sup... bzw. inf... in (8) bis (11) ist die in 2.4.1/ (5) und (6) definierte Supremum- bzw. Infimum-
bildung im endlichen Verband B. Wir schreiben dafur immer ,sup“ bzw. ,inf‘, wogegen wir mit V bzw. 1 stets Quantorzeichen
der Menge Qu der formalen Sprache P meinen.

Anmerkung zur Doppelverwendung von Quantoren mit de mselben Objektzeichen x:  Beispiel sei F:= Ox:Vx:pxy und seien
X,y verschiedene Objektzeichen. Ist f°irgendeine Elementarbelegung mit 3{y) OUni, so ist nach (7): B(F) = w :gdw. Bux(VX:pxy)
=w gilt fur alle uOUni. Andererseits ist nach (8): B(Vx:pxy) = sub{(Tp)(v,BY)) | v OUni}, also w=Lux(Vx:pxy)= sub{(Tp)(Vv,B°ux(y)) |
vOUNi}. Da aber nach Voraussetzung x#y ist, ist B°ux(y)=B1y). Also B(F)= sub{(tp)(v,By)) | v OUni}=w, d.h. Ox:Vx:pxy =
sub{(Tp)(v,BKy)) | v OUNi} = w. Der linke &uRRere Quantor Ux: in F ist schlicht wirkungslos:

B(Ox: Vx:pxy) = B(VX:pxy).

Daraus ergibt sich verallgemeinert der

(3.2.6) Satz: Sind Q, Q’'0Qu Quantorzeichen, und ist FOP ein pradikatenlogisches
Aussagesymbol, so gilt

[0; B(Q'x:Qx:F) = B(Qx:F) fur jede Belegung .

Ahnlich zeigt man: Kommt das Objektzeichen x im Ausdruck F nicht oder nicht frei
vor, so gilt

(i)  B(Qx:F)=B(F) fur jede Belegung B.

Insbesondere: Ist GOP ein geschlossenes P-Symbol, so gilt

(i)  B(OAx:G)=R(G) fur jede Belegung .

(3.2.7) DEF.Deutung: Das Tripel (11, y, B) bestehend aus einer Anwendung (1t y) und
dazu einer Belegung 3 nennt man eine ,Deutung “ der ausgewahlten P-Symbole F,
G, ... von MOP.

3.2.1 Die Quantoren [k:, Ox:, VX:, AX:

Soviel ich gesehen habe, sind diese speziellen Quantoren [x:, [x:, Vx:, Ax: bei Gott-
wald in der Definition des Begriffs der Belegung [Go.1989, S. 189f] gar nicht explizit dis-
kutiert und unterschieden worden. Er sagt nur, Ax: bzw. VX: seien ,naheliegende
Verallgemeinerungen des Generalisators bzw. des Partikularisators der klassischen
Pradikatenlogik” [Go.1989, S. 188, (4.2.7), (4.2.8)]. Er erwahnt aber nicht, dass man dane-
ben den Generalisator [x: und den Partikulator [X: in der mehrwertigen Pradikaten-
logik genauso wie in der klassischen Logik definieren kann. Er bleibt ausschlief3lich
im Abstrakten — vielleicht unter anderem deswegen, weil er sich fir den Bewertungs-
bereich B nicht auf endliche Verbande festlegt, wie wir das hier in unserer Note
machen.

3.2.1.1 Klassische Pradikatenlogik

In der klassischen 2-wertigen Logik — also fur B={0,1} — werden nur die beiden Quan-
toren [x: und [Ox: verwendet. Die Quantorenzeichen V und A dienen dort oft als Syn-
onyme fur Ound [0 und haben keine eigenstandige Bedeutung. Das kommt einfach
daher, dass nur zwei Werte 0, 1 fir Bewertungen zur Verfiigung stehen: Wir begrtin-
den das kurz anhand der Def.(3.2.5) (4),(6),(8),(10) am Beispiel eines 1-stelligen
Pradikatzeichens pOPz:

(i.1) B(Dx:px)=1 heil3t: Es gibt ein udUni, das die Eigenschaft mp hat, d.h. Tp(u)=1, und das ist gleich
sup{p(&)|¢0Uni}, da 1 der gréRte Wert in {0,1} ist; also B(Cx:px)= B(Vx:px)=1

(i.2) B(Dx:px)=0 heil3t: 1=[B(Dx:px)]*=p(Cx:=px),d.h. fur alle udUni ist Tp(u)#£1, also =0, Tp ist konstant,

also O=inf{rp(&)| E0Uni}=sup{rp(&)| {0UNi}.
In allen Fallen (i) (es gibt nur zwei!) trifft also zu: B(OX:px)= B(VX:pX).

(ii.1) B(Ox:px)=1 heil3t: alle udUni haben die Eigenschaft mp, d.h. Tp(u)=1. d.h. mp ist konstant, also
1=sup{mp(¢)| E0Uni}=inf{rp(¢)| ELUNI}.
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(ii.2) B(Ox:px)=0 heil3t: 1=[B(Ox:px)]*=P(CX:=px), d.h. es gibt ein uUnNi mit Tp(u)#£1, also =0 und das ist

=in{{rp(¢)| E0UNi}
In allen Fallen (ii) (es gibt nur zwei!) trifft also zu: B(Ox:px)= B(AX:pX).

Man kann also in der klassischen Logik stets Vx:... durch [X:... und Ax:... durch Ox:... ersetzen. Die
Quantorenzeichen V und 2 sind unnétig.

3.2.1.2 Mehrwertige Pradikatenlogik

In einer mehr als 2-wertigen Logik ist das anders:

« (i) Sei B zunéachst ein linearer (endlicher) Bewertungsverband. In (4) und (5) der
DEF.(3.2.5)(4) wird mit B(Cx:px)=w; die Existenz (wenigstens) eines Objektes
u10Uni definiert, mit dem der Wert w;0B angenommen wird. In (8) dagegen wird
mit B(Vx:px) ein Wert w,[B als Supremum der Menge Bildrp B definiert. Da B
als linear vorausgesetzt ist, gilt in der Anwendung supBildmpUBildmp und
infBildmpUBildTp. Ein u0Uni mit dem dieser Wert angenommen wird, existiert
zwar im Definitionsbereich von 1p; es muss aber nicht gleich u; sein, denn nicht
einmal w; und w; mussen gleich sein.

(i) Sei nun B ein nichtlinearer (endlicher) Bewertungsverband. In diesem Falle
existiert zwar wi:=supBildmp und w,:=infBildTp ebenfalls in B; ein u mit Tp(u) =w;
oder mp(u)=w, muss aber gar nicht existierendem , denn fur einen nichtlinearen
(endlichen) Verband gehért supM bzw. infM nicht immer zur Menge MOB. B(CX:px)
und B(Vx:px) kdnnen also was vollig verschiedenes bedeuten.

* In der DEF.(3.2.5)(6) wird mit B(CIx:px) ein Wert w; 0B fur alle Objekte uOUni
definiert. In (10) dagegen wird mit B(Ax:px) ein Wert w,[B als Infimum der Menge
Bildmp O B definiert; das Infimum existiert in B und wird auch mit einem u,0Uni
angenommen (Tp(uz)=infBildTp), sofern B linear ist. Ist aber B nichtlinear, so
muss das i.allg. gar nicht der Fall sein: Der Wertw , muss gar nicht im Bild-
bereich von 7p liegen, denn fur einen nichtlinearen Verband und beliebige Men-
ge MB muss, wie gesagt, infM bzw. supM nicht M liegen. B(Cx:px) und B(AX:px))
kénnen also was vollig verschiedenes bedeuten.

Die Quantoren Vx: und [X: bzw. Ax: und Ox unterscheiden sich in einer Logik mit
einem aus mehr als 2 Werten bestehenden Bewertungsverband wesentlich.

3.2.2 Weitere Quantoren?

In DEF.(3.2.5) wurde eine Belegung nur fiir Ausdriicke mit Quantoren [x:, Ox:, Vx:, Ax: definiert. Es ist
klar, dass Vx:px der wiederholten Anwendung des ,oder“-Junktors [0 nachgebildet ist, z.B. wie im Aus-
druck A := (((px1Opx,)Opxs)0px,); ebenso ist Ax:px der wiederholten Anwendung des ,,und“-Junktors [
nachgebildet, z.B. wie in A’ := (((px10px2) Opx3)Opx4) (pOPz, x;00z). Wegen der Kommutativitat und
Assoziativitat der Verkniipfungen +, « bekommt man bei Anderung der Gliedreihenfolge und Anderung
der Klammerung in A bzw. A’ stets nur zu A bzw. A’ &quivalente Ausdriicke. Das macht die Handha-
bung der Quantoren Vx:, Ax: einfach.
Entsprechend kdnnte man zu jedem Junktor $[0J2 je einen Quantor Qgx: assoziieren , indem man ihn
der wiederholten Anwendung von ¢ gemaR dem Beispiel (((pX1 ¢ pxo) ¢ pxs) & px4) nachbildet. Zum
Beispiel sei der Quantor ,»x:“ zum Junktor = assoziiert und gemaf dem Beispiel (((px:=pX,) =pXs)
=pX4) Nachgebildet. Wé&hlt man zum Beispiel - so dass y— = * eine Involution auf B ist und B damit zu
einem komplementéaren Verband wird, so kann man z.B. = uber y= = - wieder durch x>y:=x*+y de-
finieren. Der zu = assoziierte Quantor ,» x:* wiirde dann durch die Aquivalenz

[»x:A] =B :0O[Ax:A] =B definiert, also auf Ax: zurtickgefuhrt.
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Ahnlich kénnte man einen weiteren Quantor ,» . x:* definieren durch
[ x:A] =B :O[0Ox:A] =B und ihn damit auf Ox: zurckfuhren.

Die Definition weiterer Quantoren haben wir in DEF.(3.2.4) unterlassen aus folgenden Griinden:

1. In der klassischen 2-wertigen Logik liegt die Bedeutung aller Junktoren aus J10J2 fest, da der Be-
wertungsverband ({0,1},< *; +, *) festliegt. Es gibt dort nur eine Verneinung -, also J1={=}, und y-
=*ist die Involution auf {0, 1}, 00J2 ist ein Basisjunktor mit y{1= +. Es gibt auf {0, 1} insgesamt nur
16 2-stellige Abbildungen {0, 1}x{0, 1} - {0, 1}, davon zwei ,triviale": to(X,y)=0, t;(x,y)=1 fur alle
x,y{0, 1}; vgl. z.B. [FLM1.1966, S. 198]. Alle 2-stelligen Verknipfungen auf {0, 1} kbnnen aus der

Verknupfungsbasis *, +
abgeleitet werden. Das nennt man ,funktionale Vollstandigkeit* der Basis *, + von {0,1} (bzw. der
Basis -, O0von (P,{0,1},y)). Die Junktoren Ound = sind in der klassischen Logik tiber die Verkniip-
fungen yO =« , y= durch xey := (x*+y*)*, x>y:=x*+y definierbar. Es ist daher eigentlich nur ein
Quantor erforderlich, namlich der zu O assoziierte Quantor [x:. Der zu [0 assoziierte Quantor [OX:
und ein zu = assoziierter Quantor P x: sind eigentlich tberflissig.

2. In der mehrwertigen Logik mit [B|>2 werden die Probleme jedoch ,sprunghaft‘ komplizierter: Wir
haben uns zwar auf einen endlichen Verband als Bewertungsbereich B mit den 2-stelligen Haupt-
Verknupfungen yO0 = +, y(1 =« fur ,oder", ,und” festgelegt (und damit schon ein paar mehrwertige
Logiken — etwa von tukasiewicz, Post, Belnap angegebene Beispiele — ausgeschlossen), aber die
mdglichen 1-stelligen v1J1 und alle anderen moglichen 2-stelligen Junktoren $[0J2 sind damit
noch nicht festgelegt. Schon fiir |B|=3 gibt es insgesamt 33=27 1-stellige Abbildungen B - B, aber
bereits 3°=19.683 2-stellige Abbildungen BxB - B ! Und die sind nicht alle durch +,  und einen
ausgewahlten Verneinungsoperator * definierbar. Davon sind fiir eine ,sinnvolle* Logik wohl auch
nicht alle ,relevant”.

3. Die Frage ist: welche sind ,relevant”, und was ist dabei eine ,sinnvolle Logik? Was ,relevant” sei,
kénnen die Mathematiker leicht definieren: Es soll eine minimale Verknupfungsbasis von 1- und 2-
stelligen Verknipfungen sein, aus denen alle anderen n-stelligen Verknipfungen (n=1, 2, 3, ...) in
endlich vielen Kompositionsschritten ableitbar sind; das nennt man wieder ,funktionale Vollstan-
digkeit* der Verkniipfungsbasis (vgl. die Def. fir ,funktionalne Vollstandigkeit* im Glossar). Fir eine
solche Verknipfungsbasis gibt es aber bei |B|>2 nicht nur ein paar wenige (wie in der 2-wertigen
Logik), sondern viele M(jglichkeiten!30

4. Was aber dabei eine ,sinnvolle Basis" fir eine ,sinnvolle” mehrwertige Logik sei, das kann man in
einem formalen Semantik-Schema fiir die mehrwertige Logik eben nicht allgemein definieren! Um
die ,Sinnhaftigkeit* einer mehrwertigen Logik einzusehen, braucht man mindestens ein einschla-
giges Anwendungssystem und darin einige Modelle fir ein paar (nicht zu grof3e) Teilmengen von
pradikatenlogischen Aussagesymbolen — und davon gibt’s (verglichen mit der Vielzahl mathema-
tischer Anwendungssysteme und Modelle fiir die 2-wertige Logik) relativ wenige fir mehrwertige
Logiken. Man muss die Anwendungssysteme und Modelle besonders auRerhalb oder am Rande
der Mathematik suchen!

Da nur Ound Ofestgelegt sind durch die Entscheidung, dass der Bewertungsbereich ein Verband
sein soll, haben wir in der DEF.(3.2.5) nur die Quantoren [x:, Ox:, VX:, Ax: beriicksichtigt.

3.2.3 Ubertragung weiterer Begriffe aus der 2-werti  gen Pradikatenlogik

analog Kap.2.4

% Es gilt sogar der Satz [G0.1989, S.76]: Ist (P,B,y) eine mehrwertige Aussagenlogik mit |[B| >2 und
erfullen die Junktoren von J10J2 alle die Normalbedingungen (2.4.7), so ist die Junktorenmenge
J10J2 funktional unvollstandig. D.h. aus den Junktoren von J1[J2 lassen sich nicht alle endlich-
stelligen Junktoren ableiten. Und das wiederum heif3t: Es gibt beliebig viele mehrwertige Logiken,
welche die klassische 2-wertige Logik nicht einschlie3en.
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3.2.4 Beispiele

=>» weiter in Teil 4
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