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Dr. C. Lubbert Geometrie in Liegruppen
Einleitung

1 Einleitung

Geometrie ist was fur's Auge. Bei den antiken Griechen, die sehr visuell dachten,
waren Geometrie und Mathematik dasselbe. Das hat noch lange nachgewirk:
Spater, im 18. und 19. Jh., hatte die Mathematik Schwierigkeiten, sich von den
scheinbar "naturgegebenen” Dogmen der (Euklidischen) Geometrie zu trennen.
Heute sind in der Mathematik von der Geometrie nur noch die Bezeichnungen — so
zu sagen als "Eselsbriicken” und als Reminiszenz an friihere Zeiten — tbrig geblie-
ben. ("Abbildung”, "Kurve", "Graph", "Raum", "Tangentialbtndel", ...). In der geome-
trischen Sichtweise mathematischer Sachverhalte liegt fur mich der Reiz darin, den
schmalen Pfad zwischen "Hilfe und Tauschung durch die unmittelbare Anschau-
ung" zu gehen. Besonders reizvoll ist eine mathematische (algebraische) Struktur;
deren Teile einerseits als Elemente einer Geometrie, andererseits aber zugleich als
die ,Bewegungen® oder Bewegungsgruppen dieser selben Geometrie gedeutet
werden kdnnen.

Matthias hat im letzten Vierteljahr (2003) im mathematischen Teil der "Philosophi-
schen Teerunde" eine Einfuhrung in die Liealgebren gegeben. Ich habe viel gelernt.
Von vielem, was Matthias vorgefuhrt hat, hatte ich, als ich studierte, nie gehort.

Nur die geometrische Motivation, warum man so was wie Liealgebren untersucht,
hat mir bei Matthias etwas gefehlt. — Und dazu mdchte ich jetzt etwas aus meiner
Sicht beitragen. Die meisten Sachen sind bekannt, wurden allerdings, soviel ich
weil3, meist nicht in der hier betonten ,geometrischen Sicht” dargestellt.

Im Vordergrund standen fur mich mehr die Kontinuierlichen Gruppen (Liegruppen)
als die Liealgebren. Die Liealgebra ist fir mich nur ein Hilfsmittel zur Beschreibung
der lokalen Eigenschaften einer Liegruppe. Liegruppen sind fur mich, obwohl ich
mich nur mit einigen wenigen, ganz einfachen Spezialfallen beschéftigt habe, etwas
sehr reizvolles aus folgendem Grund: Einerseits sind sie klassische Objekte der
Algebra, besonders wenn sie als Automorphismengruppe innerhalb des Rings der
Endomorphismen eines Vektorraums oder eines projektiven Raumes — also eines
"geometrischen Gebildes" — aufgefasst werden kdnnen. Andererseits ist eine Lie-
gruppe G als differenzierbare Mannigfaltigkeiten selbst ein geometrisches Objekt.
Besonders interessant wird es, wenn man die Elemente einer solchen Liegruppe G
als "Bewegungen" auf sich selbst auffasst: Bewegungseigenschaften (Gruppen-
eigenschaften) konnen dann als Inzidenzen von geometrischen Objekten gedeutet
werden und umgekehrt.

Der Bezug zwischen Liegruppe und Liealgebra besteht fur mich, einfach und
"geometrisch" ausgedrtickt, in folgendem:

Die Liealgebra g zu einer Liegruppe G ist der Tangentialraum T1(G) an die
Mannigfaltigkeit G im Eins-Punkt (1 = das neutrale Element von G als
Gruppe). Einen beliebigen anderen Tangentialraum T, (G) im Bundel T(G)
bekommt man daraus, dass man den Einspunkt 1 samt seinem Tangential-
raum T1(G) mit Hilfe der "Links-Schiebung" L, : G = G (x = La(x):= ax) in den
Punkt ae€G verschiebt.
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Geometrie der Gruppe GL(2,R)

Ein "Zusammenhang" auf der Mannigfaltigkeit G ist also in natlrlicher Weise durch
die stetige Operation der Gruppenmultiplikation (a,x) = ax in der Gruppe G gegeben.

... Und was macht nun g :=T1(G) zu einer Lie-Algebra, so wie sie Matthias definiert
hat? Ganz einfach: Sind X=%¢ bzw. Y=%4s zwei Tangentenvektoren e T1(G) in 1 an
Kurven y: teR - y(t)eG bzw. 3: seR = 8(s)eG durch den Eins-Punkt, y(0) = 5(0) =1,
so ist [X,Y] := XoY - YoX = (Yt o Vs - Yas = Y=o, s=0 Wieder ein Element in T1(G) (was
fur XY bzw. Y-X alleine nicht gilt!). T1(G) zusammen mit der Operation [, ] bildet
eine Lie-Algebra (d.h., es gilt auch die Jakobi-Identitat [x,[y,z] + [y,[z,X] + [z,[y,X]] =0
fur alle x,y,zeg=T41(G)), wie man leicht zeigt.

Da die Struktur einer Liealgebra nur eine lokale Eigenschaft einer Liegruppe ist, ist
Zu erwarten, dass es zur selben Liealgebra i.allg. mehrere (nicht-isomorphe) Liegrup-
pen geben wird.

2 Geometrie der Gruppe GL(2,R)

2.1 Vorbemerkung: L(n), GL(n)

Wir betrachten die (assoziative) Algebra L(n) = L(n,R) der reellen nxn-Matrizen tber
dem Korper R der reellen Zahlen. Mit der Marizenaddition ist L(n) ein n2-dimensio-
naler reeller Vektorraum tber R. Wenn man keine Stetigkeit und Konvergenz braucht
und nicht differenzieren muss, kann man statt R auch irgendeinen anderen Kérper K
der Charakteristik #2 nehmen; die meisten nachfolgenden Ergebnisse gelten dann
ebenso, weil sie "rein algebraischer Natur" sind und meist gar nichts mit Stetigkeit,
Konvergenz und Differenzieren zu tun haben. Mit der gewdhnlichen Topologie des
R™ bekommt man aber ein Werkzeug in die Hand, das viele geometrisch interessante
Eigenschaften schneller herzuleiten gestattet.

Statt L(n, K) kdnnten wir, vornehmer ausgedrtickt, auch die (assoziative) Algebra
End(V) der Endomorphismen eines n-dimensionalen K-Vektorraums V betrachten.
Das kommt auf dasselbe heraus, wenn man in V eine bestimmte Basis {vi,..., Vn}
festlegt: Die xeV wurden dann durch Spalten (x;) mit Zahlen xi,..., X, aus K und ein
Endomorphismus ae End(V) wirde durch eine nxn-Matrix (ai ) mit Elementen aus K
dargestellt. Der Einfachheit halber bleiben wir gleich bei L(n)=L(n,R); die Matrizen
aeL(n) kénnen wir dann auch als Endomorphismen des Vektorraumes R" auffassen.

Von besonderem Interesse in L(n) ist die "Einheitengruppe” GL(n), also diejenigen
Matrizen a mit det(a) #0.
2.2 Eigenschaften von L(n) und GL(n)
Zu jeder nxn-Matrix aeL(n) sind u.a. folgende GroRRen relevant fir eine
"Geometrie™:

(1) Die Determinante det(a) (eR)

(2) Das Minimalpolynom m(a;x)

(3) Die Exponentialfunktion expa: t eR >exp(ta)=1+ta+ (t?/2")a2+... € G(n)
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Zur Erinnerung einige Tatsachen aus der Matrizenrechnung (ohne Beweise).
Fir a, beL(n,R) gilt:

(2.1.1) det(ab) = det(ba) = det(a) det(b), d.h. det ist multiplikativ beztglich der
Matrizenmultuplikation; det(1)=1, und falls det(a)=0: det(a™) =(det(a))™ ,.

Das wird fir n=2 der wichtigste Ausgangspunkt flir geometrische Betrachtungen in
L(2) bzw. GL(2) sein.

(2.1.2) DEF: Das Minimalpolynom der Matrix a ist ein nicht identisch verschwin-
dendes Polynom kleinsten Grades d=d, , in der Unbestimmten X, mit von

a abhangigen Koeffizienten aj(a) R
m(a;x) = x4 + ag.1(a) X + 0g2(@) X2 + ...+ 01(a) X + ao(a) ,

derart dass m(a;a) = 0-Matrix wird, wenn man x durch a und 1 (hinter
ao(@) ) durch die Einheitsmatrix 1 =diag(1,1,...,1) ersetzt. d=d, heil3t auch
der Grad der Matrix a.

(2.1.3) Da n2 die Dimension des Vektorraumes L(n) ist, sind mehr als n? Elemente
von L(n) immer linear abhéngig; daher: 1 < d, < n2. Man zeigt aber durch
Vergleich von m(a;x) mit dem fur Eigenwertprobleme relevanten "charak-
teristischen Polynom" g(a;A):=det(A1 - @) =A" + ty(@Q)A"! +...+ tha(Q)A + ta(a),
dass fur den Grad einer Matrix a sogar

1<da<n

gilt. m(a;a)=0 heil3t aber: 1 und die ersten d, Potenzen jeder Matrix a
sind linear abhéangig.

Daraus folgt sofort: Jede Potenz a™ ist Linerkombination von 1, a, a2,...,.a%* , d.h.:

(2.1.3a) Fir jedes acL(n) ist der von 1, a, a2,...,a"* aufgespannte lineare Teilraum
eine kommutative Teilalgebra von L(n) mit der Dimension d=d, .

(2.1.4) exp(ta) konvergiert fur jede Matrix acL(n) und firr jedes teR; und es ist
det(exp(ta)) >0, also exp(ta) eGL(n,+) (G(n)-Komponente der 1).

(2.1.5) Die Exponentialabbildung expa: teR = exp(ta) e GL(n) ist fur jedes feste
aelL(n) ein Gruppenhomomorphismus der additiven Gruppe (R, +) in die
multiplikative Gruppe GL(n). D.h. es gilt

exp(0)=1 und

exp((t+s)a)= exp(ta) exp(sa) = exp(sa) exp(ta) und

exp(pt a) = (exp(ta))®
fur alle t, seR und ganze Zahlen p.
eXpa heildt die zu a gehoérige kommutative 1-parameter-Untergruppe in
GL(n).

(Bem: Im Allgemeinen gilt exp(a+b) = exp(a) exp(b) fira= b eGL(n) )

(2.1.5) Tangentenvektoren im 1-Punkt: Differenzieren einer 1-parametrigen
ntergruppe nach t ergibt d exp(ta) /dt = a exp(ta) und fur t=0:
d exp(ta) /dt |=o= a . Die Matrix a kann also als Tangentenvektor an die
Kurve exp, im 1-Punkt aufgefasst werden. Da exp, fur jedes acL(n)
definiert ist, ist der Tangentialraum der Gruppe GL(n) im Einspunkt:
T1(GL(n)) = L(n).
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(2.1.6) Trivialerweise ist mit a, b eL(n) auch [a,b]:=ab-ba in L(n), und [.,.] erfullt
die Jakobi-ldentitat, so dass L(n) zur Liealgebra der kontinuierlichen
Gruppe GL(n) wird. Diese Liealgebra wird (statt mit L(n)) auch oft mit gl(n)
bezeichnet. Erst bei echten Untergruppen von GL(n) zeigt sich, dass die
Einfuhrung der Lieklammer [.,.] sinnvoll ist: Ist namlich U eine Lie'sche
Untergruppe von GL(n), deren Tangentialraum u=T,(U) die Lieelemente a,
b enthélt, so ist auch [a,b]eu.

(2.1.7) Die 1-param. UG exps, liegt wegen (2.1.3a) ganz in der von 1, a, a2,...,a%*

aufgespannten kommutativen Teilalgebra von L(n), die von der Dimension
da < nist.

2.3 Anwendung auf den Fall n=2

Wir betrachten jetzt die Matrizenalgebra L(2) und darin die Gruppe GL(2).

(2.3.1) Fur n=2 ist det: L(2) 2> R, mit det(a)= a1 az, - a1 a2 (ai die reellen
Komponenten der Matrix a) eine quadratische Form auf dem 4-
dimensionalen Vektorraum L(2). Dazu gehdrt die symmetrische
Bilinearform <,>: L(2)xL(2) = R, definiert durch

2 <a,b>:=det(atb) - det(a) - det(b) .
Die Determinante kann man also auch so schreiben:
det(a) =<a,a> .

Die Multiplikativitat det(ab)=det(a) det(b) der quadratischen Form det hat folgende
nitzliche Formel zur Folge:

(2.3.1a) <az,bz>=<za,zb> = det(z) <a,b> fur alle Matrizen a,b,z €L(2)

Manche Geometer nannten det in L(2) daher auch eine "Norm" (eigentlich sollte
man "Normquadrat” fur det(a) sagen! — Nicht zu verwechseln mit der in Hermiteschen
Raumen gebrauchlichen positiv definiten Norm ||x||). Diese "Norm" det ist allerdings
nicht positiv definit, denn es gibt ja reelle Matrizen a,b,c (#0) mit deta >0, detb=0,
detc<O0.

Fasst man <,> als "Skalarprodukt” auf, so ergeben sich sofort viele geometrisch
interpretierbare Folgerungen fir den 4-dimensionalen Vektorraum gl(2)=L(2) und die
darin liegende 4-dimensionale Liegruppe GL(2)!

Bemerkung: det(a) ist fur L(n) in héheren Dimensionen (n>2) keine quadratische
Form mehr (sondern z.B. eine kubische Form fir n=3; allgemein eine Multilinear-
form). Da man aber nur mit quadratischen Formen "einfache" (euklidische oder
nicht-euklidische) Geometrie treiben kann, ist der Fall n=2 ein geometrisch
besonders gunstiger Sonderfall, den wir jetzt ausschlachten wollen.

Anmerkung: Die Menge der reellen 2x2-Matrizen mit Determinante 1,
SL(2) :={a €L(2) | det(a) =1},
ist eine (Lie'sche) Untergruppe der GL(2). Aus (2.3.1a) folgt:
(2.3.1b) <za, zb>=<az, bz> = <a, b> fur alle zeSL(2), a,beL(2), d.h.
das Skalarprodukt <, > ist eine Invariante der L(2) gegentber Links- und
Rechtsschiebungen aus SL(2),
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(2.3.2) Die quadratische Form det(.) ist nicht ausgeartet, denn das "Normradikal"
Rad(det):={acL(2) | <a,x> =0 fur alle xeL(2)} besteht nur aus der Null-
matrix; Rad(det)={0}.

Das sieht man unmittelbar aus der Form

det(a)= dig dp2 - dpp A2
bzw. dem zugehdrigen Skalarprodukt
<a,b> =(",)(a11 bo + b1y @z - @1 b1z - oy a1y :
darin fehlt kein Term, so dass alle Matrixelemente ay bzw. by vorkommen.

Aus (2.1.2) und (2.2.3) folgt fur alle aeL(2):

(2.3.3) a2z e Ra + R1, d.h. das Quadrat jeder 2x2Matrix a ist Linearkombination
von a und der Einheitsmatrix 1=diag(1,1).

Bemerkung: KARZEL hat in [Ka73] eine assoziative Algebra A mit Eins e Gber einem
Kdrper K "kinematisch" genannt, wenn fir jedes aeA gilt: a2eKa + Ke. Die GL(2) ist
also eine "kinematische" Algebra.

Wendet man (2.3.3) auf beliebige Potenzen von a an, so folgt ebenfalls sofort

(2.3.3a) a" e Ra+R1 (m=2, 3, ...) - Jede Potenz einer 2x2-Matrix a ist Linear-
kombination aus a und der Einheitsmatrix.

Wegen a™a* = aka™ folgt:
(2.3.3b) Fir jedes acL(2) ist Ra + R1 eine kommutative Teilalgebra von L(2).

Fur die Gestalt der 1-parameter-Untergruppen von GL(2) hat das folgende Konse-
quenz:

(2.3.3c) expat eR 2exp(ta)=1+ta+ (t3/21)a2+... =ca(t) 1 + sa(t) a € GL(n)
mit gewissen reellen Funktionen cy(t), sa(t), fur die c,(0)=1, s4(0)=0 gilt.
D.h. die UG mit Tangente a im Einspunkt liegt ganz in dem von 1 und a
aufgespannten 2-dimensionalen linearen Teilraum von L(2). [N&heres -
siehe (2.6.19).]

Neben den 1-parameter-Gruppen gibt es noch folgende geometrisch interessante
Mengen in L(2):

(2.3.4) Die Menge S :={aeL(2) | det(a)=0} ist wegen (2.3.2) ein nicht entarteter
guadratischer Hyperkegel im Raum L(2). Wir nennen ihn den zu <,>
gehorigen "Nullkonus™.

(2.3.5) DEF: acL(2) heil3t Links-Nullteiler der Algebra L(2), wenn es ein beL(2)
mit b0 gibt, so dass ab=0.
Da L(2) eine Eins hat und tber R endlichdimensional ist, folgt, dass jeder
Links-Nullteiler a auch ein Rechts-Nullteiler ist, d.h., es gibt auch ein
cel(2), c20 mit ca=0. Daher heil3t a einfach Nullteiler .
Sei NT :={aeL(2) | aist Nullteiler}.

(2.3.6) In L(2) gilt: S=NT, GL(2) uS=L(2), GL(2)"S=J
Das Skalarprodukt <,> verfuhrt sofort dazu, den Begriff "orthogonal” einzuftihren:

(2.3.7) DEF: Zwei Matrizen a, beL(2) mit <a,b>=0 heif3en orthogonal
zueinander, in Zeichen alb.
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(2.3.8) DEF: V sei die Menge aller zur Einheitsmatrix 1 "orthogonalen" Matrizen,
V:={ve L(2) | <1,v>=0} = 1*

Wegen der Bilinearitat von des Skalarprodukts <.,.> ist V ein Vektorraum der
Dimension 3 in L(2), und es gilt die orthogonale Zerlegung

(2.3.9) L(2)=R1+V, R1nV={0},

Aus (2.3.9) folgt

(2.3.10) Jede Matrix xeL(2) lalt sich eindeutig in der Form
x=&1+v mit§eR und veV schreiben.

Mit (2.3.3) und der Zerlegung (2.3.9,) ergibt sich:

(2.3.11) a?=-det(a) 1 + 2<1,a>a fur alle ae L(2) und speziell
v2 = -det(v) fur alle veV

(2.3.12) DEF: Wir nennen
x*:=g1-vdiezux=¢&1+v "konjugierte" Matrix

[nicht zu verwechseln (aber verwandt!) mit dem bei komplexen Vektoren oder Matrizen gebréauchlichen
Ubergang o+ip = a-if 1]

(2.3.13) Die Abbildung *: L(2) = L(2) ist ein involutorischer Anitautomorphis-
mus der Algebra L(2), der R1 elementweise fix lasst, d.h. es gilt

(1) * ist linear Uber R

(i) z** = z fur alle zeL(2) ("involutorisch®)

(i) (ab)* = b*a* fur alle a, b €L(2) ("anti")
(iv) z*=z & ze R1 (R1fix)und z* =-z < zeV

Mit der Determinante und dem Skalarprodukt hat die Involution * folgendes zu tun:
(2.3.14) aa*=a*a = det(x) 1 und ab*+ba* = 2<a,b>1 fir alle a, b € L(2)
Daraus folgt

(2.3.15) <a*,b*>=<a,b>und alb < a*Lb* fur alle a,beL(2), d.h. das
Skalarprodukt <, > und die entsprechende Orthogonalitat sind
Invarianten der Involution *.

Schlief3lich ergibt (2.3.13) noch eine einfache Formel fur das Invertieren in GL(2):
(2.3.16) x*=x*/det(x) fur alle xe GL(2).

2.4 Wabhl einer Orthonormalbasis fur L(2)

Die "naturliche Basis" fur die Matrizen x=(xix) in L(2) ist N = {no, ny, n2, n3} mit

1 0 n=0 1 n=0 0 n=0 0
0 O 0 O 10 01
In N haben die Matrizen x=(xix) € L(2) die Darstellung

No =

(241) X = X11Ng + X12N1 + X21N2 + Xo2N3 (Xik eR )

Eine fUr "geometrische" Betrachtungen oft besser geeignete Basis ist eine solche,
welche die Zerlegung L(2) = R1 + V und die Orthogonalitat bezlglich des Skalarpro-
duktes <,> berucksichtigt. Eine solche Orthonormalbasis bezuglich <,> ist zum
Beispiel E ={1, e;, e2, e3 }:
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1= 0 -1

-10

e;=1|0 1

-1 0

1 O el =
0 1

-1 0 ey =
0 1

mit
(2.4.2) eieV L1, e2=-1(=1,2,3)und e; e = ex=-¢je;i(ijk zykl. 1,2,3)
und

(2.4.3) det(e) =<ej,e>=-1(i=1,2), det(e3) =< ez, e3> = +1,
<g;, ex> =0 (izk), <1, ex> =0 (k=1,2,3))

In E haben die Matrizen x=(xi) € L(2) die Darstellung
(244) X = {;ol + {;161 +§2€2 +§3€3 (g. eR )
Die Orthonormalbasis E geht aus der "naturlichen” Basis N hervor durch

(245) 1=n3+nNg,€1=N3-Ng, €2=-N1-N3, €3=N1- N3
oder umgekehrt:
no =(1/2)(1-e1), nz =(1/2)(1+e1), N1 =-(1/2)(ez+e3), no =-(1/2)(e, -e3)

Skalarprodukt und Determinante nehmen in E "Normalform" an:

(246) <X!y> = E.>0ﬂr’|0 -ilnl -E_,an +§3n3 f det(X) = &02 ‘E,.lz -&22 +a32
flr x = &ol + 101 +&2€2 +E3€3, Y = ol + n1€1 +12€2 +13€3

2.5 Links- und Rechtsideale in L(2)

(2.5.1) DEF — Die wichtigsten Definitionen zu "Ideal™:
(a) Ein Links- [bzw. Rechts-]ldeal in einer (assoz.) Algebra A (Uber K mit
[A:K]=n<x) ist ein K-linearer Teilraum L cA [bzw. RcA] mit

aL c L bzw. Rac R far alle aeA.

(b) Ist J sowohl Links- als auch Rechtsideal, so heif3t J ein 2-seit-Ideal.
Bem.1: Summen und Durchschnitte von (L- / R-) Idealen ergeben wieder
(L- / R-) Ideale (das geht direkt aus der DEF hervor).
(c) Ein Ideal heil3t echt, wenn es echte Teilmenge von A ist.
(d) Das "grofte" Ideal ist A selbst, das "kleinste" ist das Nullideal {0}. Ein
echtes Linksideal LcA heif3t maximal, wenn aus LcL' (ebenfalls "links")
folgt: L'=L oder L'=A. Ein Linksideal L=#{0} heil3t minimal (oder einfach),
wenn aus L'cL folgt: L'=L oder L'={0}. [Entsprechende DEF. fur Rechts-
und 2-seit-ldeale].
(e) A heildt links- / rechts-einfach, wenn A und {0} die einzigen L- / R-
Ideale von A sind.
(f) A heil3t einfach, wenn A und {0} die einzigen 2-seit-ldeale von A sind.
Bem.2: Ist A links- bzw. rechts-einfach, so ist A auch einfach; das Umge-
kehrte gilt nicht: Eine einfache Algebra kann durchaus echte L- und/oder
R-ldeale #{0} haben (Beispiel L(2) - siehe unten!).
(9) A heil3t halbeinfach, wenn der Durchschnitt R aller maximalen Links-
ideale ={0} ist.
Bem.3: Da R auch der Durchschnitt aller maximalen Rechtsideale und
auch der Durchschnitt aller maximalen 2-seit-ldeale ist (Satz!), ertbrigt
sich die Unterscheidung "links" / "rechts" bei der Eigenschaft "halbein-
fach".
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Bem.4: Ist A links- bzw. rechts-einfach bzw. einfach, so auch halbeinfach
(Umgekehrtes gilt allgemein nicht).

(2.5.2) Alle echten Ideale von L(2) liegen auf dem Nullkonus S.

Beweis: Ist LcL(2) echtes Linksideal und a<L, so ist die Abbildung ry:xeA->xacL ein
Vektorraum-Homomorphismus, der wegen dim L< dim L(2)=4 kein Isomorphismus
ist. Es gibt also x#0 mit xa=0, d.h. a ist Nullteiler = a € NT und wegen (2.3.6): aeS.
[Entsprechend fur Rechtsideale.]. (Bem: Dass Ideale nur aus Nullteilern bestehen,
gilt nattrlich auch in L(n); nur ist die Nullteilermenge fur n>2 kein "Konus".)

(2.5.3) L(2) ist einfach und halbeinfach, aber nicht links- oder rechts-einfach, son-
dern der Nullkonus tragt eine Schar von 2-dimensinalen Linksidealen und
eine Schar von 2-dimensionalen Rechtsidealen.

Beweis: Ist a eine 2x2-Matrix, deren 2. Spalte Null ist, so hat xa dieselbe Eigenschaft
fur alle xelL(2); a erzeugt also ein 2-dimensionales Linksideal L,0. Fur irgendein
ceGL(2) mit c#1 erzeugt ac wieder ein solches Linksideal Ly, und LanLac={0}, Lo+
Lac = L(2). Man bekommt so eine Schar von Linksidealen. Ist b eine 2x2-Matrix, deren
2. Zeile Null ist, so bekommt man entsprechend eine Schar von 2-dimensionalen
Rechtsidealen R, , Rca . Da eine 2x2-Matrix nur zwei Spalten und zwei Zeilen hat,
sind das alle nichttrivialen Links- bzw. Rechtsideale, und jedes davon ist zugleich
maximal und minimal; die einzigen zweiseitigen Ideale sind {0} und L(2) selbst.

In der projektiven Darstellung sieht man das anschaulicher.

2.6 Projektive Darstellung der GL(2,R)

2.6.1 Projektiver Raum

In 3 Dimensionen "sieht" man besser als in 4. Daher betrachten wir alle bisher
ermittelten Figuren projektiv, indem wir nach dem Kaorper R faktorisieren: Sei
abkirzend L(2)* :=L(2) -{0}, R*:=R -{0}

(2.6.1) DEF: Durch P: L(2)* = PL(2)*:=L(2)*/R* wird L(2)* auf den reellen 3-
dimensionalen projektive Raum projiziert; in ihm liegt die projektive
Gruppe PGL(2):=GL(2)/R*.
Der 0-Matrix in L(2) entspricht die leere Menge & in PL(2). Den 1-dimen-
sionalen TeilrAumen Ra (a#0) entsprechen die Punkte Pa in PL(2); den 2-
dimensionalen Teilrdumen Ra+Rb in L(2) (a,b lin. unabhangig) die Gera-
den Pa+Pb; den 3-dimensionalen TeilrAumen Ra+Rb+Rc (a,b,c linear un-
abhangig) die Ebenen Pa+Pb+Pc in PL(2).
PGL(2) wird zu einer (Lie-)Gruppe mit der Definition Pa Pb:=P(ab) fur die
Gruppenkomposition.

(2.6.2a) Fur aeGL(2), beL(2)* ist stets ab+0, ba=0; daher lasst sich die Multipli-
kation vermoge Pa Pb := P(ab), Pb Pa := P(ba) auf PL(2) Ubertragen. In
diesem Sinne ist PGL(2) eine (multiplikative) Gruppe

(2.6.2b) DEF: Zwei Mengen A, B c L(2)* heiRen (wie oben) orthogonal zu einan-
der, in Zeichen A 1B, wenn <a,b>=0 gilt fur alle acA, beB. Die projektiven
Bilder PA, PB heilR3en ebenfalls orthogonal zueinander. Manche Geo-
meter sagten im projektiven Raum auch "polar” statt "orthogonal".

Datei: Geometrie_in_LiegruppenV03.doc Seite 9 Stand: V0.3 26.06.10



Dr. C. Lubbert Geometrie in Liegruppen
Geometrie der Gruppe GL(2,R)

2.6.2 Die PGL(2) und ihre Untergruppen

Wir beginnen nun mit der Veranschaulichung der projektiven Gruppe PGL(2) im 3-
dimensionalen projektiven Raum PL(2) (siehe Bild 1).

PROJEKT I VER RAUH P= PLE)

[RoLey~sta)| e o

TG

g /“U SLL:P{ﬁ'["P\{L
o HyPeRROL(SCHE

e

SIvSCHALIRES
HAN PERTLOID

v
e Pﬂ
///}n' \_\
71 N

j PEL(2)
=PeLGRY)UPGL(R-)

| PA L R
j P: iR

- / | Ax=PDn PSP
AR 3
gl Go=Phepy 8'=9 nRLe)
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Bild 1: Die PGL(2,R) im projektiven Raum PL(2,R)

Dazu betrachten wir die bestimmenden Figuren

(2.6.3) P1 = Einspunkt von PGL(2)

(2.6.4) PS :={Pa | det(a)=0} = PL(2) - GL(2), das ist eine quadratische Flache, und

(2.6.5) PV :={Pa | <a,1> = 0}, das ist die zum Einspunkt orthogonale (polare)
projektive Ebene.

Mit (2.4.6) ist in der Orthonormalbasis E die Figur PS durch die Gleichung
(2.6.6) PS: €02 -£12-E2+E32=0
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bestimmt. PS ist ein einschaliges (Dreh-)Hyperboloid. Denn setzt man im Vektorraum
L(2) zum Beispiel FR := V (also alle Elemente mit &, =0) als "Ferngebilde" an, so ergibt sich bei
Projektion von S aus 0 auf die Restklasse 1 + FR fir PS die Gleichung 1 -£;2-£,2+£32 = 0 (einschaliges
Drehhyperboloid). Das sieht man auch an den Schnittkurven von PS mit Ebenen:

(2.6.7) AK:=PS N PV: E12+E,2= 1+E32,

das ist fur &3 = const. eine Kreisgleichung. Der Kreis AK hat geometrische Relevanz
und wird als "absoluter Kreis" bezeichnet.

(2.6.8) PS N (P1+PeytPes): £,2-E32=1- &2,

das ist fur &; = const. eine Hyperbelgleichung.

PGL fullt also den ganzen projektiven Raum PL(2) bis auf das einschalige
Hyperboloid PS aus. Wegen det(Aa)=A2det(a) (A<R) ist das Vorzeichen der Deter-
minante auch projektiv relevant, d.h. PS zerlegt die Gruppe PGL(2) in zwei getrennte
Teile

(2.6.9) PGL(2,+):={Pa | det(a)>0}, PGL(2,-):={Pb | det(b)<0}

mit

PGL(2) = PGL(2,+) U PGL(2,-) ; mit PGL(2,+) " PGL(2,-) = &
PGL(2,+) enthalt den Einspunkt P1, wir nennen es das "Innere” von PS; entspre-
chend nennen wir PGL(2,-) das "Aul3ere" von PS. Sieht man von der algebraischen
Besonderheit des Einspunktes P1 ab, so unterscheiden sich rein projektiv das
"Innere" und das "AuRere" von PS in keiner Weise! Fiir ein festes Page PGL(2,-) ist
PGL(2,-) = Pap PGL(2,+); und Pb PS = PS Pb fir alle PbePGL(2).

Da es beim Repréasentanten acGL(2) zum Punkt PacPGL(2) nicht auf reelle Viel-
fache ankommt, kann man a normieren und sieht:

(2.6.10) PGL(2,+) istisomorph zu SL(2)={acL(2) | det(a)=+1}
Wie sehen die projektiven Bilder von 1-Parametergruppen von GL(2) aus?

Aus (2.3.3b,c) folgt: Die projektiven Bilder von 1-Parametergruppen liegen auf
Geraden im PL(2).

(2.6.11) Fur jede Gerade durch den Einspunkt, g=P1+Pa (agR1), ist
g":=gnPGL(2) eine kommutative Untergruppe von PGL(2).

Da g die zu P1 orthogonale (polare) Ebene PV in genau einem Punkt Pv schneidet,
kann man die Untergruppe g' auch durch

(2.6.12) g:=(P1+Pv) N PGL(2)

ausdriucken. Je nachdem, wo Pv bezlglich des absoluten Kreises AK liegt ergibt sich

fur die Gruppe g"

(2.6.13e) Fur Pvinnerhalb AK liegt die tragende Gerade g ganz in PGL(2) und
schneidet das Hyperboloid PS nicht, also g'=g. Die UG g' heif3t elliptisch.

(2.6.13p) Fur Pv auf AK berthrt die tragende Gerade g das Hyperboloid PS nur im
Punkt Pv. Pv ist der einzige Punkt auf g, der nicht zu g' gehort:
g'=g-Pv. Die UG ¢' zerféllt nicht (') und heil3t parabolisch.

(2.6.13h) Fur Pv aulRerhalb AK schneidet die tragende Gerade g das Hyperboloid
PS in zwei Punkten. Die UG ¢' zerfallt in zwei (!) Teile, die Komponente g'.
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in PGL(2,+), die die Eins enthalt und die Nebenklasse g'.in PGL(2,-). Die
UG g' heil3t hyperbolisch.

2.6.3 Invariante Parametrisierung

Nun wollen wir diese Untergruppen g' in invarianter Weise parametrisieren:

Sei expas : teR 2> exp(ta) eGL(2) eine 1-Parametergruppe (a¢R1). Wegen (2.3.4)
liegt dann Pexp(ta) fur alle t auf der Gerade g=P1 + Pa. Mehr noch: Fir jedes

beR1 + Ra (1, a linear unabhangig) liegt Pexp(tb) fur alle t auf der Gerade g=P1+Pa
= P1+Pb, d.h. die projektiven Bilder aller 1-Parametergruppen expy, liegen auf der-
selben Gerade g=P1+Pa, wenn Pb auf g liegt.

FUr eine invariante Parametrisierung der Untergruppe g' auf g=P1+Pa nehmen wir
den normierten Reprasentanten veV des Punktes Pv =gnPV, es ist also

(2.6.14) det(v)=+1 im elliptischen Fall,
det(v)=0 im parabolischen Fall,
det(v)=-1 im hyperbolischen Fall.

Dann ist

(2.6.15) expy:teR > u(t)=exp(tv) eGL(2)

eine (bis auf das Vorzeichen von t) eindeutige Parametrisierung der auf g=P1+Pv
liegenden Untergruppe g' in der Umgebung der Eins, also eine Parametrisierung der
Komponente g'.. Wegen d exp(tv) /dt |i=o = v ist v Tangentenvektor an g'+im
Einspunkt P1, also ist

(2.6.16) V =T,(PGL(2)) ist Tangentialraum von PGL(2) im Einspunkt.
Man zeigt in der Algebra L(2) leicht, dass gilt:
(2.6.17) u,veV = [u,v] = uv-vueV.

Beweis mit (2.3.13): u,veV = [u,v]*=(uv-vu)*=v*u*-u*v*=vu-uv=-[u,v] = [u,v]eV
(wobei *.die in (2.3.13) eingefuhrte Involution ist)

Diese Lie-Klammer erfillt auch die Jakobi-Identitat: [u,[v,w]]+[v,[w,u]]+[w,[u,v]=0 fur
alle u,v,weV.

(2.6.18) Alsoist (V, [, ])die Lie-Algebra der projektiven Gruppe PGL(2)
[oder auch der in GL(2) enthaltenen Matrixgruppe SL(2) ].

Schlie3lich kénnen wir fir normiertes veV , v2e{1, 0, -1}, gemal (2.3.3c) die "geo-
metrisch" anschaulicheren Funktionen "Co," und " Si," durch

(2.6.19) Co,:teR > Co(t) := (1/2) ( exp(tv) + exp(-tv) ) € R1
v Siy: teR 2 v Siy(t) := (1/2) ( exp(tv) - exp(-tv) ) eV

einfiihren; so ergibt sich fir die Parameterdarstellung einer projektiven 1-Parame-
tergruppe innerhalb PGL(2,+) mit normiertem Tangentenvektor veV im Einspunkt:

cost 1 + sintv fur det(v) = +1 (ellipt.)
(2.6.20) exp(tv) = Co(t) +Vv Siy(t)= |1+tv fur det(v) = 0 (parabol.)
Cosht 1 + Sinhtv  fir det(v) = -1 (hyperbol.)
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Daraus sieht man auch, warum die Falle 1 bzw. 3 "elliptisch" bzw. "hyperbolisch" ge-
nannt wurden: Die Urbilder in L(2) einer elliptischen Untergruppe sind Ellipsen; die
Urbilder in L(2) einer hyperbolischen UG sind Hyperbeln. (Die Urbilder einer "parabo-
lischen™ UG sind in L(2) allerdings keine Parabeln, sondern Geraden!)

Mit den eben eingefuhrten Funktionen kann man auch die Nebenklasse g'. in
PGL(2,-) (hyperbolischer Fall) parametrisieren:

(2.6.21) d.:teR > Sinht1 + Coshtv (det(v) =-1)

2.6.4 "Rechts-" und "Linksschiebungen” im Raum PL(2)

Wir lassen die Gruppe GL(2) als "Rechts- und Links-Schiebungen™ auf den
Vektorraum L(2) wirken:

aeGL(2) : "Rechtsschiebung"” ra: X e L(2) > xa € L(2)
"Linksschiebung” la: X € L(2) > ax € L(2)

Rechts- und Linksschiebungen erhalten Ubrigens die Orthogonalitat (Polaritat), wie
man aus (2.3.1a) erkennt, und lassen das Hyperboloid PV invariant.

Um diese Wirkung im projektiven Raum sichtbar zu machen, nehmen wir statt der
Orthogonalbasis {1, e;, e, e3} gunstiger die Nullteilerbasis

n=|0 0 nn=|{1 0 n=0 0 0 -1
0 1 0 O -10 00

denn das "Sichtbare" bei Links- und Rechtschiebungen findet auf dem Hyperboloid
PS statt, wo die Pn;liegen. Die Nullteilerbasis geht aus {1, e;, e, e3} durch

Nz =

2ng = 1+e1, 2n; = 1-e4, 2N, = es+e3, 2N3 = €2 -€3

hervor. Eine kleine Fleil3rechnung [vgl. (2.5.3)] zeigt:

(2.6.22) L:= L(2) np=Rng +Rn3
L*:= L(2) n1 = Rny + RNz (*: L(2) > L(2) bezeichnet die in (2.3.12) definierte Involution)
sind maximale Linksideale mit L* 1 L, L*nL= {0}, und alle anderen
maximalen Linksideale sind von der Form La (aeGL(2))

(2.6.23) R:= npL(2)=Rng + Rn;
R*:=n; L(2) = Rn; + Rn3
sind maximale Rechtsideale mit R* 1. R, R*nR= {0}, und alle anderen
maximalen Rechtsideale sind von der Form aR (aeGL(2))

Schauen wir uns das im projektiven Raum PL(2) an. Das Hyperboloid PS tragt zwei
Geradenscharen:

PL=Png + Pnz und PL*=Pn; + Pn, sind zwei zueinander orthogonale (polare) Gera-
den der ersten Schar, und alle anderen Geraden dieser Schar bekommt man durch
"Rechtsschiebungen” PL - PLPa (ae GL(2) beliebig). PL und alle Geraden der
ersten Schar bleiben bei "Linksschiebungen invariant - Siehe Bild 2.

PR=Pny + Pn; und PR*=Pn; + Pn3sind zwei zueinander orthogonale (polare) Gera-
den der zweiten Schar, und alle anderen Geraden dieser Schar bekommt man durch
"Linksschiebungen” PR - PaPR (ae GL(2) beliebig). PR und alle Geraden der
zweiten Schar bleiben bei "Rechsschiebungen” invariant - Siehe Bild 3.
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Zur kontinuierlichen Ausfihrung aller Rechts- bzw. Linksschiebungen genugt eine
beliebige 1-Paramtergruppe teR > a(t) = exp(tv) = cost 1 + sintv aus GL(2,+).
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Bild 2: Rechtsschiebungen erzeugen auf PS die ERSTE GERADENSCHAR PL'(t) und
lassen die ZWEITE GERADENSCHAR von PS invariant.
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Bild 3: Linksschiebungen erzeugen auf PS die ZWEITE GERADENSCHAR PR(t) und

lassen die ERSTE GERADENSCHAR von PS invariant.
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2.6.5 "Drehungen” im Raum PL(2) und in der Ebene PV

Schlie3lich kann man GL(2) bzw. PGL(2) noch in der "adjungierten” (nicht-treuen)
Form auf L(2) bzw. PL(2) wirken lassen. Diese Form nannten die Geometer auch
"Drehungen™:

aeGL(2): "Drehung" ad(a) : xe L(2) > ad(@x =a'xa e L(2)

Die "Drehungen” lassen in PL(2) den Einspunkt P1 und die dazu orthogonale Ebene
PV und naturlich auch das Hyperboloid PS invariant, damit auch den "absoluten
Kreis" AK = PS n PV . ad(GL(2)) hat man daher als die "Bewegungsgruppe der
Hyperbolischen Ebene" PV aufgefasst. Je nachdem, wo Pa in PGL(2) liegt, ergeben
sich verschiedene Typen von "Drehungen” ad(a).

Sei ae GL(2), dann unterscheiden wir projektiv drei Falle:

(2.6.24) ad(a) heil3t "Innendrehung", wenn Pv = (P1+Pa) n PV innerhalb des
absoluten Kreises liegt. (Die Gerade g= P1+Pa) schneidet das Hyper-
boloid PS nicht; die Untergruppe g'= gnGL(2) ist elliptisch.)

(2.6.25) ad(a) heildt "Grenzdrehung", wenn Pv = (P1+Pa) n PV auf dem absoluten
Kreis AK liegt. (Die Gerade g= P1+Pa liegt auf dem "Grenzkegel"; das ist
der Kegel mit Spitze in P1, welcher das Hyperboloid PS im absoluten Kreis
AK berihrt; die Untergruppe g'= gnGL(2) ist parabolisch.)

(2.6.26) ad(a) heil’t "AuRendrehung”, wenn Pv = (P1+Pa) n PV aul3erhalb des
absoluten Kreises AK liegt. (Die Gerade g= P1+Pa schneidet das
Hyperboloid PS in zwei Punkten; die Untergruppe g'= gnGL(2) ist
hyperbolisch und zerféllt in 2 Teile.)

Der Name "Drehung" fir ad(a) kommt daher, weil g=P1+Pa und Pv bei ad(a) invari-
ant bleiben: In allen drei Fallen kann man die Gerade g=P1+Pa als "Drehachse" im
Raum PL(2) bzw. den Punkt Pv als "Drehzentrum” in der Ebene PV auffassen.

Bild 4 zeigt diese 3 Typen.
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Bild 4: Hyperbolische "Drehungen”
2.6.6 Geradenabbildung
Noch eine Grundaufgabe der "Klassischen Kinematik" méchte ich erwahnen, weil sie

ebenfalls sehr anschaulich ist:

Bestimme alle Bewegungen (einer euklidischen oder nichteuklidischen ebenen
Bewegungsgruppe) die einen gegebenen Punkt X in einen gegebenen Punkt Y
uberfuhren.

Wenden wir diese Aufgabe auf die als "hyperbolische Bewegungsgruppe" ad(GL(2))
in der projektiven Ebene PV wirkende Gruppe GL(2) bzw. PGL(2) an:

Sei g eine beliebige Gerade des Raumes PL(2), die nicht ganz auf dem Hyperboloid
PS liegt, dann gibt es Punkte auf gnPGL(2); sei Pa € gnPGL(2) beliebig. Dann defi-
nieren wir folgende zwei Punkte:
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(2.6.27) X.:=gPa'nPV Xg 1= Pa* g NPV
Diese Definition ist von der Wahl des Punktes Pa auf gnPGL(2) unabhangig!

Beweis (fiir X, ): g' = g Pa* n PGL(2) ist 1-Parameter-Untertgruppe und X, ist das
projektive Bild ihres Lieelements, und dies ist von den Punkten auf g' unabhangig.

Multiplizieren wir die erste Gleichung von (2.6.27) links mit Pa™ und rechts mit Pa, so
folgt wegen der Invarianz Pa™* PV Pa = PV :

(2.6.28) Xg = Pa! X, Pa = P(ad(a)) X. fur alle PacgnPGL(2)

D.h. alle Punkte Pa € gnPGL(2) ergeben "Drehungen” der hyperbolischen Ebene
PV, welche , X_ in Xg Uberfuhren. Ist umgekehrt ad(b) eine "Drehung”, die X, in Xg
tberfiihrt, Xg = Pb™ X, Pb, so ergibt sich Pb € gnPGL(2), d.h. mit gnPGL(2) sind
alle "Drehungen” erfasst, welche X, in Xg Uberfuhren.

Ist GPGL(2) die Menge der Geraden im Raum PGL(2), die nicht ganz auf dem
Hyperboloid PS liegen ("zulassige" Geraden), so bekommen wir eine
Geradenabbildung

(2.6.29) v:GPGL(2) > PVXPV; g 2> (1(9) , vr(9)) = (X, XRr)
mit
v.(9):= X_:= g Pa™® n PV (linkes Geradenbild)
vr(9):= Xgr := Pa’ g NPV (rechtes Geradenbild)
und
b e gnPV & Xg = Pb™ X_ Pb

Die Abbildung y ist umkehrbar, wenn X, und Xr beide im Inneren oder beide im
AulReren des "absoluten Kreises" AK liegen.

Zwischen der Abbildung y und der Polarenbeziehung besteht ein einfacher Zusam-
menhang. Ist g* die Polare von g (g*.L g), so gilt:

(2.6.30)  (y(@%), vr(9%) = (yr(9), 7L(9))-

Denn aus (2.3.16) folgt fiir azS : Liegt Pa auf g, so liegt P(a™) = Pa* auf der Polaren
g*.

Auch zu dieser Geradenabbildung gibt es eine sehr schone Veranschaulichung (Bild
5), die ich aber lieber mindlich erlautere.
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Bild 5: Die kinematische Geradenabbildung im PGL(2) nach ECKHART-REHBOCK

= Fortsetzung Kap.3
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