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AMN Glossar und Literatur

1 GLOSSAR

Hier werden Begriffe und Abklrzungen alphabetisch aufgelistet, die in der Unter-
suchung vorkommen. Das Glossar dient unter anderem zur Entlastung des Haupt-
textes. In den Erlauterungen wird auf bekannte Definitionen und Satze, historische
Zusammenhange und auf einige Ergebnisse dieser Untersuchung hingewiesen. Das
Zeichen "->" verweist auf andere im Kontext verwendete Begriffe und Abkurzungen

des Glossars.

Begriff / Abkiirzung

Definition / Erlauterungen / Satze

[AK]

Dimension (oder Rang) einer > Algebra A iber dem >Kérper K. Wird A nur als Vektorraum tber
K aufgefasst, so schreiben wir statt [A:K] auch >dimg A oder dimA. Ist A selbst ein Korper, so
heillt [A:K] auch der "Grad" von A uiber K; A ist dann eine >Kdrpererweiterung von K

A —>anomal-komplexe Zahlen

A®B direkte Summe (zweier Vektorrdume / Algebren / Ideale): A+B mit AnB={0}
A®B —>direktes Produkt (von Vektorrdumen / von Algebren)

AlJ ->Faktorraum oder > Faktoralgebra

adjungierte Bewegung

die lineare Transformation ad(u): xeA > ad(u)x := u”xu €A zu einer >Einheit u einer >Algebra A
mit Eins. ad(a) wird auch der durch a gegebene innere Automorphismus von A genannt

Algebra

-“>Ring (A,+,.), der zugleich Vektorraum tber einem kommutativen Koérper K ist, wobei noch gilt:
ka=ak und k(a.b)=(ka).b=a.(kb) fir alle keK, a, beA, und die Null von K mit der Null von A gleich-
gesetzt ist und mit 0 bezeichnet wird. Hinweis: In dieser Untersuchung wird A als K-Vektorraum
durchweg endlichdimensional, [A:K]<w«, vorausgesetzt.

algebraische Koérper-
erweiterung

SK(e)

Algebra mit Eins

assoziative Algebra (A, K), mit einem eeA, so dass ea=ae=a fir alle acA. Wenn keine Missver-
sténdnisse auftreten kdnnen, betten wir den Kérper K isomorph ins Zentrum von A ein, so dass
die Eins von K mit der Eins von A gleichgesetzt ist und meist mit 1 (satt e) bezeichnet wird. Aus
[A:K]<w folgt, dass jeder Nichtnullteiler ueA eine >Einheit ist, d.h. genau ein Inverses u'eA
besitzt (uu'=u'u=1).

Algebraerweiterung

das direkte Produkt As := S®A einer >Korpererweiterung SoK mit einer K-Algebra (A, K) mit
[A:K]<w. Ag erzeugt man aus A, idem man in einer beliebigen Basisdarstellung A=Ka® ... ®Ka,
die ,Skalare" aus K durch die ,Skalare” aus S ersetzt: As= S®a; @ ... ®S®a, ; der Vorgang ist
basisunabhangig. Ist z.B. Algebra (A, K) Algebra mit Eins und S=K(a.) = K®oK eine einfache
quadratische Koérpererweiterung (a.¢K, definiert durch ein in K irreduzibles - Polynom X2-A=0,
reK mit ,Wurzel* a), so wird Aswieder Algebra Uber K. Man kann K®A mit A identifizieren, falls A
eine Eins hat (Eins von K = Eins von S = Eins von A): As = S®A =(K@&aK)®A =A ® oA. (Bem.:
Falls A eine zu S isomorphe Teilalgebra A’=K®BK A enthalt, muss man bei dieser Vereinbarung
a von B unterscheiden: BeA, agA. Beispiel: Die >Hamilton-Quaternionen Q(R)=R+e;R+e,R+e3R
mit e?=-1, eiej=-e;le=ex (i,.j,k zykl. 1,2,3) kann man auch schreiben Q(R)= C'+e,C’, wobei C’ =
R+e4R isomorph zum Kérper C=R+iR der komplexen Zahlen ist. In der Algebraerweiterung Q(R)

9
Q(C)= C +e4C +e,C +e;3C, die den Schiefkdrper Q(R) zu einer Algebra Q(C) mit Nullteilern
macht, muss man natiirlich die ,imaginare Einheit i von jedem der e (k=1,2,3) unterscheiden

Algebraradikal %a

nilpotentes 2-seit-ldeal, das alle nilpotenten Links- oder auch Rechtsideale enthalt. Satz: In einer
->Algebra A mit Eins ist “®a der Durchschnitt aller maximalen Linksideale. Bem.: In einer >AMN
(AK,N) gilt immer Rac RadN < VN S. In einer >KA: Ra= RadN ¢ VNS und >NIlExpRa<3.

AMN - "Algebra mit
multiplikativer Norm"

assoziative K-Algebra (A,K,N) mit Eins und [A:K]<c und > Char K = 2 und mit nicht identisch ver-
schwindender quadratischer Form N:A->K ("Norm"), die die Multiplikativitat N(xy) = N(x)N(y) fur
alle x,yeA erfillt. Fir jede AMN gilt: S(N) € NT(A), WU (A) < P(N); Gleichheit gilt i.allg. nicht. Vgl.
auch 28 (N), NT (A), U(A), PN)

anomal-komplexe
Zahlen

die kommutative R-Algebra A=R®eR mite¢R, e*=1
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Begriff / Abkiirzung

Definition / Erlauterungen / Satze

assoziative Algebra

->Algebra (A,+,.,K) tber dem Korper K mit Assoziativgesetz a.(b.c) = (a.b).c Va,b,ceA. Hinweis:
Wenn nicht anders vermerkt, meinen wir mit "Algebra" in dieser Untersuchung stets eine asso-
ziative Algebra.

assoziativer Ring

2Ring (R, +,¢ ), in dem das Assoziativgesetz ae(bec) = (aeb)ec gilt

Ausartungsgrad einer
Norm

die Dimension des >Normradikals RadN:={reA| <r,a>=0 VaeA}, wobei N quadratische Form
(Norm) N:A->K eines (endlichdimensionalen) Vektorraumes (A, K), und <,> das zu N gehérige
->Skalarprodukt ist

ausgeartete AMN eine >AMN (A, K, N) mit dimRadN = r > 0 heillt ausgeartet vom Grad r (>RadN)

C Korper der komplexen Zahlen C= R+iR mit igR, i?= -1

char K Charakteristik eines Kérpers K: Entweder charK =0, wenn n.1 =0 flr alle natlrlichen Zahlen n,
oder charK =p = kleinste Primzahl p mit p.1=0

charakteristisches das Polynom y.eK[X], xa := det(X.1 -a) = X" +a(a) X" "+...+an4(a) X+ an, fiir einen Endomor-

Polynom phismus a: A >A eines K-Vektorraums A (dimxA=n<w) mit von a abhangigen GréRen oi(a)eK,
wobei (-1")an(a) = det(a) (Determinante von a) und -a4(a) =tr(a) (Spur von a) ist. Substituiert man
a fur X, so erhalt man die "charakteristische Gleichung" y.(a) = 0 des Endomorphismus a. Ist A
eine >K-Algebra so ist jedem acA ein Endomorphismus L,:A->A mit L(x):= ax zugeordnet, den
man wieder mit a bezeichnen kann, wodurch y,(a) = 0 Auskunft Giber die Elemente von A gibt.

D ->Dualzahlen

det Determinante; vgl. auch ->charakteristisches Polynom

dimA, dimgA Dimension eines Vektorraumes A lber einem Koérper K. Ist A ein Oberkdrper oder eine Algebra

Uber K, so schreiben wir auch [A:K] statt dimxA

direktes Produkt von
Vektorraumen

(auch Tensorprodukt genannt). Sind (A,+,.,K), (B,+,.,K) Vektorrdume tber demselben Kérper K,
so wird das direkte Produkt A®B := {a®b | acA, beB} durch die Rechenregeln £(a®b):= Ea®b=
a®éb, (at+a')®b:= a®b+a'®b, a®(b+b’):=a®b+a®b’ (fir £eK, a,a'eA, b,b'eB) erklart und ist wieder
ein K-Vektorraum; insbesondere ist a®0= 0®b=0 (Null von A®B). Ist {as,..., an} eine Basis von A,
{b1,..., by} eine Basis von B, so ist {ai®by | i=1,...,m, k=1,...m} eine Basis von A®B.

direktes Produkt von
Algebren

Sind A, B assoziative Algebren Uber K, so gelten zunachst die Additionsregeln fiir das Verktor-
raumprodukt. A®B wird darlber hinaus zu einer assoziativen K-Algebra durch die Produktdefini-
tion (a®b).(a’®b’) := aa’®bb’. A®B kann man auch als n-Modul A®b, +...+A®b, mit
Linksoperatorenbereich A bzw. als m-Modul a,®B+...+a,®B mit Rechtsoperatorenbereich B
auffassen. Ist speziell A ein (algebraischer) Erweiterungskérper von K (d.h.
A=K(a)=K+a?K+...+a"K), B eine K-Algebra, so schreibt man auch A®B=B, und nennt B, die
entsprechende >Algebraerweiterung. Hat B eine Eins 1, so kann man Kin B und B in Ba in
einbetten indem man K®1 mit K identifiziert (Eins von K = Eins von B = Eins von B,)

Divisionsalgebra

->Schiefkdrper A, aufgefasst als K-Algebra, wobei K ein kommutativer Teilkdrper von A ist. (So
ein K gibt es immer; man nehme z.B. den Primkdrper)

Dualzahlen

die kommutative Algebra D := R+ eR miteg¢ R, e2=0

echtes Ideal

Ideal in einer Algebra A, das #A ist

einfache Algebra

assoziative Algebra (A,K) mit {0} und A als einzigen ->2-seit-ldealen. (Jede einfache Algebra ist
~halbeinfach und hat eine Eins)

einfache Koérper- “>K(e)
erweiterung
Einheit ein ueA in einer Algebra (A,K) mit Eins heift Einheit, wenn es ein u'eA gibt (Inverses) mit

uu'=u'u=1. (Setzt man [A:K]<w voraus, so folgt, dass die Einheiten genau die Nichtnullteiler sind)

Einheitengruppe UA)

multiplikative Gruppe U (A) der invertierbaren Elemente ("Einheiten") einer assoziativen Algebra
A mit Eins

Erweiterungskdrper

2>K(e), Kbérpererweiterung

Faktoralgebra A/J

Al ={x+J | xeA}, wobei (A,+,.,K) eine Algebra und JcA ein >echtes >2-seit-Ideal A ist. (A/J,+,e,
K) ist beziglich ,+“ ein >Faktorraum. A ist bezlglich ,e“ wieder eine K-Algebra, wenn man fir die
Restklassen x' =x+J definiert: x'sy' := (xy)', sowie &.x' :=(Ex)' fir EeK, was wegen der 2-Seitigkeit
von J und wegen x'=y' & x-yed sinnvoll ist. Ist A eine K-Algebra mit Eins 1, und K in A eingebettet
(1k=1a=1), so ist auch A/J eine K-Algebra mit Eins 1' = 1+J. Da J echtes Ideal in A ist, ist 1¢J,
und 1' hat genau einen Reprasentanten, d.h. K.1" ist zu K isomorph. Also darf man K auch in A/J
einbetten durch Identifikation von 1' und 1. Satz: Ist (A,K,N) eine >AMN, so ist A/RadN eine
—>regulare KA mit N'(x') =N(x), und daher ist (Satz!) die Dimension [A/RadN : K] = 1, 2 oder 4
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Begriff / Abkiirzung

Definition / Erlauterungen / Satze

Faktorraum

AIT :={x+T | xeA}, wobei A ein K-Vektorraum und TcA echter Teilraum ist. A/T ist wieder ein K-
Vektorraum, wenn man fiir die Restklassen x'=x+T definiert: x'+y' :=(x+y)', £.x' := (Ex)' fur £eK, was
wegen der Teilraumeigenschaft von T und wegen x'=y' < x-yeT sinnvoll ist

Fastinvolution

die mit einer >AMN <A =K@V verbundene lineare Abbildung x =§ +v > x*= £ -v (£€K, ve )

geschlitzte KA

—kinematische Algebra A mit dimA =n und dimRadN = n-2

GL(n,K) Gruppe der invertierbaren nxn-Matrizen Giber dem Kérper K, Einheitengruppe der Matrixalgebra
>L(n, K)
halbeinfache Algebra assoziative Algebra (A,K) "ohne" >Algebraradikal, ‘R, = {0}. Satz: Jede halbeinfache Algebra hat

eine (bis auf Reihenfolge) eindeutige Zerlegung in eine direkte Summe von >einfachen, sich
gegenseitig annullierenden > Zweiseitidealen J; mit je einer Eins e;, und A hat als Eins die Summe
der eiedi

Hamilton-Quaternionen

->Q(K) (fur K=R), Uber R sind die "Hamilton-Quaternionen" Q(R)=R+e;R+e,R+esR mit e2=-1,
ee=-ejei=ex (i,.j,k zykl. 1,2,3) der einzige > Schiefkérper tber R. Vgl. auch ->regulare IA mit 7T
={0}

IA

—>Involutionsalgebra

Ideal

Sammelbegriff fir > Links- oder >Rechts- oder >2-seit-ldeal

Idealdurchschnitt

Fir Linksideale L, L' <A ist LnL" wieder ein Linksideal (A Ring oder Algebra. Entsprechendes fir
Rechts- und 2-seit-ldeale)

Idealprodukt Fur B,C cA-{J} (A Ring oder Algebra) ist B.C:={endliche Summen Xbic; | b; €B, c; €C} ein Links-
ideal (bzw. Rechtsideal), sobald B ein Linksideal (bzw. C ein Rechtsideal) ist. B.C ist 2-seit-Ideal,
wenn B Links- und C Rechtsideal ist. Fir B.B, B.B.B, etc... schreibt man B2, B?, etc...

Idealsumme Fur Linksideale L, L' cA (A Ring oder Algebra) ist L+L' :={x+y| xeL, yeL'} wieder ein Linksideal.

Entsprechendes fiir Rechts- und 2-seit-ldeale

idempotentes Element

Element aeA (A Ring oder Algebra) mit a*>=a

Index

> Nilexponent

innerer
Automorphismus

->adjungierte Bewegung

inseparabel

—>separables Polynom

Involution

Vektorraumisomorphismus *: A->A einer Algebra (A,K) mit x**=x, (xy)*= y*x* fur alle x,y eA. Zwei
Arten findet man i.d. Literatur: (1) "Involution erster Art": z=z* fir zeZ(A) (= Zentrum von A); (2)
"Involution zweiter Art": *|zx) ist Automorphismus von Z(A). In dieser Untersuchung kommen nur
Involutionen mit der speziellen Eigenschaft x*=x < xeK vor.

Involutionsalgebra (1A)

hier stets in folgender eingeschrankter Definition: Assoziative Algebra (A, K, *) mit Eins tber
Korper K (Char K #2), wobei *: A>A eine > Involution 2. Art mit der speziellen Eigenschaft x*=x <
xeK ist. Satz 1: Jede IA ist eine >KA und umgekehrt. Satz 2: Jede KA ist eine >AMN mit der
Norm N(x)=xx*

irreduzibles Polynom

—>reduzibles Polynom

K

hier verwendetes Standardzeichen fiir einen kommutativen >Kérper

K(e)

einfache (algebraische oder transzendente) Korpererweiterung des Korpers K. /m algebraischen
Fall ist ezK Nullstelle eines uber K irreduziblen Polynoms p.eK[X] minimalen Grades, und K(e) ist
isomorph zu K[X]/<pe>, wobei <pe> das von p. erzeugte Ideal in K[X] ist. Im transzendenten Fall
ist K(e) isomorph zu dem Uber K[X] gebildeten Korper der "Briiche" p/q; p,qeK[X], g=0)

KIX]

Ring der Polynome endlichen Grades in einer "Unbestimmten" X mit Koeffizienten im Kérper K.
K[X] ist die Menge aller abbrechenden Folgen f: Ng:={0, 1, 2,...} > K. Mit den Rechenregeln
(f+g)(n) := f(n)+g(n), (fg)(n) := f(0)g(n)+f(1)g(n-1)+...+f(n)g(0) (ne Ny ) ist K[X] eine kommutative
assoziative K-Algebra mit Eins. Definiert man die drei speziellen Polynome 0, 1, X durch 0(Np)
:=(0,0,...) ("Nullpolynom"), 1(Ny ) :=(1,0,0,...) ("Einspolynom"), X(Npo) :=(0,1,0,0,...) ("Unbestim-
mte"), so schreibt sich jedes Polynom in der Gblichen Form f = fol+ f,X +...+ f;, X™ mit f,, :=f(m) =0
und f(n)=0 fir alle n>m. Die f; :=f(i)eK heiRen die Koeffizienten von f und m hei’t der Grad von f.
Da jede endliche Teilmenge aus {1, X, X2, X3, ...} linear unabhangig uber K ist, ist K[X] ein K-
Vektorraum unendlicher Dimension, [K[X] : K] =

KA

—kinematische Algebra

K-Algebra

-Algebra lber dem (kommutativen) >Kaérper K
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Begriff / Abkiirzung

Definition / Erlauterungen / Satze

kinematische Algebra
(KA)

assoziative Algebra A mit Eins Gber K mit der Eigenschaft x2eKx+K fiir alle xeA. Satz: eine KA
(charK#2) ist eine >konische AMN, wenn als >"Norm" die von der KA-Eigenschaft induzierte
quadratische Form genommen wird. Umgekehrtes gilt nicht, d.h. es gibt konische AMNs die keine
KAs sind. Beispiel: die AMN >L(2,D). Es gibt aber auch KAs mit >"schiefer" Norm, die nicht
konisch sind; Beispiel: Die >anomal-komplexen Zahlen (A ,N') =Rf®&Rg mit fg=0, f+g=1 und
RadN'=Rf

kinematischer Raum

der >projektive Raum PA einer >kinematischen Algebra A mit der Produktdefinition P(ab):=
P(a).P(b) fir a,beA und ab=0. Historische Anmerkung: PA wurde "kinematischer Raum" genannt,
weil die >Einheitengruppe U (A) in der adjungierten Darstellung ad(a): P(x) éad(a)P(x)=P(a'1xa)
auf die Hyperebene P<Y cPA als eine "Bewegungsgruppe" wirkt, und weil auRerdem PU (A) den
Raum PA bis auf eine (eventuell ausgeartete) Hyperquadrik P S ausfillt. (Vgl. auch:>U ,> S, >V
)

Kompositionsalgebra

K-Algebra (A,K,N) mit nicht entarteter quadratischer, multiplikativer Form N:A>K, N(xy)=N(x)N(y).
Beachte: Eine assoziative Kompositionsalgebra ist nichts anderes als eine >regulare AMN. In der
Literatur werden jedoch auch nicht-assoziative Kompositionsalgebren betrachtet, wobei aber N
nicht-entartet bleibt. Vgl. zum Beispiel [Knu98]

konische AMN

AMN mit S(N)=91F(A), d.h. alle Nullteiler liegen auf den > Nullkonus, folglich sind auch alle
—>normregularen Elemente Einheiten, @ (N)= U(A). Satz 1: Jede >regulare AMN ist konisch.
Satz 2: Jede >halbeinfache ausgeartete AMN ist nicht-konisch; die konischen ausgearteten
AMNSs sind also alle nicht-halbeinfach. Satz 3: Eine nicht-halbeinfache ausgeartete AMN A=B+%
(wobei 9% das Algebraradikal von A, und (B,Ng,K) die halbeinfache Teil-AMN ist) ist genau dann
konisch, wenn RadNg={0} ist.

Korper

assoziativer und kommutativer >Ring (K, +, ) mit Null 0 und Eins 1 # 0, so dass (K-{0}, ®) kom-

mutative Gruppe ist. Zu jedem a=0 gibt es genau ein Inverses a™' mit aa™'= a™'a =1. "Korper" heifit
hier stets "kommutativer Korper"; andernfalls >"Schiefkdrper”. Von einem Kérper K wird in dieser
Untersuchung durchgehend > Char K # 2 vorausgesetzt

L(2,D)

Algebra der 2x2-Matrizen iber dem Ring der "Dualzahlen" D := R+ eR mit e¢ R, €?=0. Als Alge-
bra tber R ist L(2,D)=L(2,R)®eL(2,R) ein Beispiel fiir eine ->konische aber nicht-kinematische
->AMN (A,N,R) wobei die »>multiplikative Norm N ausgeartet ist und durch N(a+eb) :=det(a)
(a,belL(2,R)) definiert wird.

L(2,K)

Algebra der 2x2-Matrizen uber dem Kérper K

Liealgebra

>Algebra (A, +, [,], K) Gber dem >Korper K mit K-bilinearer Multiplikation [,]: AXA>A, sowie
[b,a] = -[a,b] und [a,[b,c]] +[b,[c,a]] +[c,[a,b]] = O (Jakobi-ldentitat) fir alle a,b,c €A. (Bem.:
Liealgebren werden in dieser Untersuchung nicht behandelt)

linkseinfache Algebra

Algebra (A,K), in welcher {0} und A die einzigen - Linksideale sind

Linksideal

K-linearer Teilraum L einer Algebra (A,K) mit aL c L fiir alle a€A (a steht links)

Linksnullteiler

Element aeA (A Ring oder Algebra), zu welchem es ein be A-{0} gibt mit ab=0 (a steht links)

Linksschiebung

Vektorraumisomorphismus L,:xeA > zxeA einer >AMN (A,K,N) mit ze U (A) (Einheitengruppe)
und N(z)=1

maximales 2-seit-Ideal

->2-seit-ldeal JcA (A Ring oder Algebra) mit J # A, so dass fir jedes 2-seit-ldeal J' o L folgt: J'=J
oder J'=A

maximales Linksideal

Linksideal LcA (A Ring oder Algebra), mit L = A, so dass fir jedes Linksideal L' o L folgt: L'=L
oder L'=A

maximales Rechtsideal

->Rechtsideal RcA (A Ring oder Algebra) mit R = A ist, so dass fur jedes Rechtsideal R' o R folgt:
R'= R oder R'=A

minimales (oder
einfaches) 2-seit-Ideal

->2-seit-ldeal JcA (A Ring oder Algebra), das keine 2-seit-Ideale von A aufler {0} und J enthalt

minimales (oder
einfaches) Linksideal

-Linksideal LcA (A Ring oder Algebra), das keine Linksideale von A auf3er {0} und L enthalt

minimales (oder
einfaches) Rechtsideal

->Rechtsideal RcA (A Ring oder Algebra), das keine Rechtsideale von A auf3er {0} und R enthalt

Minimalpolynom

->Polynom p,eK[X] kleinsten Grades fiir ein acA (A Algebra liber K) mit der Eigenschaft p,(a) = 0

multiplikative Norm

Quadratische Form N: A >K einer >AMN (A, K, N) mit der Eigenschaft N(xy) = N(x)N(y) fir alle
x,yeA. (Hinweis: Wegen ihrer Verwandtschaft der Determinante bzw. dem absoluten Koeffizienten
im >Minimalpolynom wird N "Norm" genannt. Fur die "geometrischen Eigenschaften" einer AMN
ist aber genau so maRgebend, dass N eine quadratische Form ist. Standardbeispiel: Die Algebra
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Begriff / Abkiirzung
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A=L(2,R) der reellen 2x2-Matrizen ist eine AMN mit N(x) = det(x)

nicht-konische AMN

AMN (A,K,N) mit S (N)# NT (A) (und somit auch @ (N)= WU (A)) (S, NT. P, U)

Nilexponent

kleinste natiirliche Zahl s mit J° = {0} fiir ein > nilpotentes Ideal J. (Statt ,Nilexponent* ist auch das
Wort ,Index* gebrauchlich)

nilpotentes Element

Element acA (A Algebra) mit a™=0 fiir ein m>1. Nilpotente Elemente von A erzeugen i.allg. kein
-nilpotentes Ideal; Beispiel: Jede Matrix xeL(2,R) mit det(x) =tr(x) =0 ist nilpotent, zusammen
erzeugen diese x jedoch ganz L(2,R), einzeln erzeugen sie 2-dimensionale nicht-nilpotente Links-
ideale L(2,R)x bzw. Rechtsideale xL(2,R)

nilpotentes Ideal

ein (Links- / Rechts- /2-seit-)ldeal J cA (A Ring oder Algebra) mit J" = {0} fir ein n>1. Sind J, J'
nilpotente (Links- /Rechts- /2-seit-)Ideale, so auch J+J' und J.J'. Ist s der >Nilexponent von J, so
gilt J ©J2 o...0J°" oJ° ={0} und filr 1<ks<s-1: J*#{0}, J*#J"’

Norm

hier stets Synonym fiir "quadratische Form" N: A>K eines K-Vektorraums A (charK+#2). Mit N ist
stets eine > symmetrische Bilinearform <,>: AXA->K gegeben durch 2<x,y> = N(x+y) -N(x) -N(y)

normale Algebra

—>zentrale Algebra

Normradikal

Die Menge RadN :={reA | <r,x>=0 fir alle xeA} (A Vektorraum oder >AMN). RadN besteht aus
den Elementen, die >'orthogonal’ sind zu allen Elementen von A bezlglich der gegebenen
->symmetrischen Bilinearform <,>. Satz: In einer AMN ist RadN ein zweiseitiges Ideal, welches
das >Algebraradikal X, enthalt

normregulares Element

Element a einer >AMN mit N(a)=0

NT(A) die Menge der >Nullteiler einer Algebra (A K).

Nullkegel ->Nullkonus

Nullkonus die Menge S :={xeA | N(x)=0} in einer >AMN (A,K,N)

Nullteiler Element acA (A Ring oder Algebra), welches >Rechtsnullteiler und - Linksnullteiler in A ist.
Bem.: Ist (A,K) Algebra mit [A:K]<wx, so ist jeder Rechtsnullteiler auch ein Linksnullteiler und
umgekehrt, und es gilt: (i) Jedes >echte Ideal besteht nur aus Nullteilern. (ii) Hat A eine Eins 1
und ist J ein Ideal mit 1eJ, so ist J=A.

orthogonal zwei Vektoren x,y mit <x,y,>=0 bezgl. eines gegebenen, symmetrischen - Skalaproduktes <,>
heilen orthogonal zueinander, in Zeichen: x Ly. Ist (V,K,<,> ) ein K-Vektorraum mit (eventuell
entartetem) Skalarprodukt und TV Teilraum, so heifit T :={yeV | <x,y>=0 f.a. yeT} das
orthogonale Komplement von T; es gilt T+T* =V, TNnT'cV* =:Rad<,>, T*'=T+Rad<,>. Ist T®T"
=V, so heilt T* das orthogonale Supplement von T.

P(N) Menge @ :={acA | N(x)=0} der >normregularen Elemente einer >AMN (A, N, K)

Polynome 2>KI[X] (Ring der Polynome iiber einem Kérper K)

projektiver Raum

Ist A ein K-Vektorraum, so hei3t PA := A-{0}/K-{0} :={(K-{0})x | xeA-{0}} der aus A abgeleitete pro-
jektive Raum. Mit der "Projektion" P: A-{0}->PA werden die 1-, 2-, 3-dimensionalen Teilrdume
und quadratische (Hyper-)Kegel von A auf die Punkte, Geraden, Ebenen und (Hyper-)Quadriken
abgebildet. Ist in A eine symmetrische Bilinearform gegeben, so werden orthogonale Elemente in
A auf Elemente in PA abgebildet, die beziiglich einer Hyperquadrik polar sind. Da durch die "Pro-
jektion" die Raumdimension um 1 verringert wird, eignen sich projektive Rdume, dazu, geometri-
sche Sachverhalte anschaulicher zu machen, besonders fiir dimA=3 oder 4.

Q(K) Algebra der Quaternionen Uber dem Korper K. Q(K) ist eine regulare >AMN (RadNq={0}) mit der
Dimension [Q(K):K] = 4. Fur K=R (reelle Zahlen) ist Q(R) ein >Schiefkérper, genannt 'Hamilton-
Quaternionen'. Fiir andere Kérper (z.B. K=C , komplexe Zahlen) kann Q(K) echte - Nullteiler ent-
halten.

R Korper der reellen Zahlen

Ra ->Algebraradikal

Radikal —>Algebraradikal, >Normradikal, >s-Radikal

RadN —>Normradikal einer >AMN (A,K,N)

rechtseinfache Algebra

Algebra (AK) in welcher {0} und A die einzigen >Rechtsideale sind

Rechtsideal

K-linearer Teilraum R einer Algebra (A, K) mit Ra < R fiir alle a€A (a steht rechts)

Rechtsnullteiler

Element aeA (A Ring oder Algebra), zu welchem es ein beA-{0} gibt mit ba=0 (a steht rechts)

Rechtsschiebung

Vektorraumisomorphismus R,:xeA-> xzeA einer >AMN (A,K,N) mit ze U (A) (Einheitengruppe)

File: Amn7_Gloss+Lit_V2.0.doc

Seite 6 Stand: V2.0, Januar 2, 2008




C. Lubbert

AMN Glossar und Literatur

Begriff / Abkiirzung

Definition / Erlauterungen / Satze

und N(z)=1

reduzibles Polynom

->Polynom peK[X]-K.1, das im Kérper K vollsténdig in (nicht notwendig verschiedene)
Linearfaktoren zerlegbar ist: p=B(X-a1)... (X-am); B, aieK. Tut es das nicht, d.h. sind einige o; K,
so heildt p irreduzibel Gber K. Vereinbarung: Hat p selbst schon die Form eines Linearfaktors
p=p(X-a) (B €K, B=0), so heilt p ebenfalls irreduzibel.

regulare AMN ->AMN mit nicht ausgearteter multiplikativer > Norm: RadN={0} (Satz: Eine regulare AMN ist eine
IA; Umgekehrtes gilt nicht, da es ausgeartete 1As gibt)

regulare IA - Involutionsalgebra (A,K,*) mit nicht-entarteter Norm N:AxA->K, N(x):=xx* (RadN={0}). Im Fall
K=R gibt es fur eine regulére IA (bis auf Isomorphie) nur die Falle R, C (>komplexe Zahlen), A
(2anomal-komplexe Zahlen), >L(2,R) (reelle 2x2-Matrizen), Q(R) (=>Hamilton-Quaternionen)

Ring (R, +,9) heilt Ring, wenn (R,+) kommutative Gruppe mit neutralem Element 0 ist und wenn fir die

Miltiplikation e: RxR->R beide Distributivgesetze ae(b+c)=aeb+aec, (b+c)ea=bea+cea gelten.
Daraus folgt Oea=ae0=0. Gilt aeb=bea, so heil’t R kommutativer Ring; gilt auch das Assoziativ-
gesetz as(bec)= (aeb)ec), so heillt R assoziativer Ring; gilt statt dessen nur ae(beb)=(aeb)eb) und
ae(aeb)= (aea)eb), so heillt R Alternativring; ist ¢ eine Lieklammer [,], d.h.: [a,b]=-[b,a],
[a,[b,c]]+[b,[c,a]]+[c,[a,b]] =0, so heilt R Liescher Ring.

s-ausgeartet

Ist 9 eine >symplektische (nilpotente) Algebra, V=91 ein linearer Teilraum so heille, V ,s-
ausgeartet’, wenn das - s-Radikal von V verschieden von {0} ist.

S(N)

->Nullkonus / Nullkegel einer >AMN (A,N,K)

schiefe Norm

->Norm N’ einer nicht-konischen >AMN, d.h. es gibt >normregulare Nullteiler: 97% = S (und
somit auch @ = U) (DNT, S, P, W). Bem.: Eine >KA (A,N,K) mit der durch die KA-Eigenschaft
induzierten Norm N kann man zu einer AMN (A,N’,K) mit schiefer Norm N’ machen, wenn der
Ausartungsgrad der Norm vergréRert wird unter Beibehaltung der Multiplikativitat.

Schiefkorper

nicht notwendig kommutativer Korper S; als Algebra tber einem kommutativen Teilkérper KcS
auch 2>"Divisionsalgebra" genannt.

separable Algebra

-halbeinfache Algebra (A, K), fir die bei jeder >Korpererweiterung S oK die > Algebraerwei-
terung As halbeinfach bleibt

separable Korper-
erweiterung

Koérpererweiterung K'oK, so dass jedes uber K irreduzible >Polynom peK[X]-K.1 ->separabel
ist, d.h. Gber K’ nur einfache Nullstellen hat. Beispiel fur inseparable Kérpererweiterung ->Beispiel
(2) im nachsten Absatz.

separables Polynom

Uber K 2>irreduzibles > Polynom peK[X]-K.1 mit lauter einfachen Nullstellen. Ein separables
Polynom peK[X]-{0} zerfallt also in einem geeigneten Oberkdrper SoK vollstéandig in verschiedene
Linearfaktoren: p=p(X -a.1.1)... (X -an.1) (B=0; B,aieS; o #o fur izk - ,keine Doppelwurzeln®).
Beispiele:

(1) Ist charK=0 oder ist K ein endlicher Kérper mit charK= q (Primzahl), so hat jedes tber K
irreduzible Polynom peK[X]-{0} nur einfache Nullstellen, ist also separabel; (,die meisten wich-
tigen® Korper gestatten nur separable Koérpererweiterungen).

(2) Beispiel firr ein inseparables Polynom: Sei K= Z,(0) transzendente Kdrpererweiterung des
Primkérpers Z,= {0,1}. Das Polynom p= X? -0 € K[X] ist in K[X] irreduzibel, da K ja nur rationale
Funktionen in 6 aber nicht die Wurzel o von 0 enthalt. Mit charK=2 ist andererseits: p= X2-0 = (X-
a)? d.h. o ist eine Doppelwurzel; < p ist inseparabel tber K, und der Kérper Z,(a.) ist inseparabel
Uber Z,(0).

Skalarprodukt hier stets Synonym fiir > symmetrische K-Bilinearform mit Werten im Kérper K

s-orthogonal zwei Elemente u,v einer (nilpotenten) Algebra 97 mit uv=0 nennen wir ,s-orthogonal® zu einander.
Vgl. auch >symplektische Algebra, >s-Radikal.

Spur —>charakteristisches Polynom

Spurraum 2>UN)

s-Radikal Ist 91 eine >symplektische (nilpotente) Algebra, V=91 ein linearer Teilraum, so heile

sradV:={xeV|xy=0 fiir alle yeV} das s-Radikal von V. V heilt ,nicht-s-ausgeartet”, wenn sradV={0}

symmetrische Bilinear-
form (SBLF)

Abbildung <, >:AxA->K eines K-Vektorraumes A mit <x,y>=<y,x>, <x+y,z> =<x,z>+<y,z>, £<X,y>
=<gx,y> fir alle x,y,zeA, £eK. (Die zugehdrige quadratische Form N(x):=<x,x> heif’t auch ,Norm*.
Fur gewisse xeA, x#0 darf N(x)=0 sein). Anmerkung: Manchmal wird in dieser Note ,SBLF*“ auch
allgemeiner als K-bilineare Abbildung AXA->T definiert, wobei T ein Teilraum von A ist.

symplektische Algebra | (nilpotente) Algebra 92 mit x2=0 fiir alle xe 9. Aquivalent dazu ist die Eigenschaft xy=-yx fiir alle
X,yen
Teilalgebra K-linearer Teilraum B einer Algebra (A,+,.,K) mit abeB fiir alle a,beB (B ist i.allg. kein Ideal in A)
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Tensorprodukt —>direktes Produkt von Vektorrdumen

total ausgeartete AMN | AMN (A,N,K) mit RadN =</ (=>AMN, RadN, >V)

tr(a) Spur (trace); =>charakteristisches Polynom

transzendente Korper- 2>K(e)

erweiterung

WA) ->Einheitengruppe einer Algebra A mit Eins

UN) das zur Eins orthogonale Supplement 1+ = ¥V (N):={xeA | <1,x>=0} einer >AMN (A,N,K). V(N)

heillt auch ,Spurraum®, denn z.B. fiir die AMN A=L(2,R) ist <1,x> die > Spur der Matrix
xelL(2,R). <V besteht also in Fall L(2,R) als allen 2x2-Matrizen mit Spur Null

vollkommener Korper Kérper, der nur > separable algebraische Korpererweiterungen gestattet. Alle Kérper mit
—>charK=0 und alle endlichen Kérper mit charK=p (Primzahl) sind vollkommen.

zentrale Algebra Algebra (A, K) mit Z(A)=K als >Zentrum (friiher z.T. auch "normale Algebra" genannt)
Zentrum von A Z(A):={zeA | zx=xz fiir alle xeA} (A Ring oder Algebra)
Zerféllungskérper eines | >Korpererweiterung K'oK, in welcher das Polynom peK[X]-{0} vollstandig in (nicht notwendig
Polynoms p verschiedene) Linearfaktoren zerfallt: p=p(X -a.1)... (X -om) (BeK, aieK’)
IZdweilseitideal, 2-seit- Ideal, das sowohl >Rechts- als auch > Linksideal ist

ea
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